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Algorithmen und Datenstrukturen 2 — Ubung #1
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Orga - Kleine Ubungen

Ubungsgruppen

Die kleinen Ubungen finden im Informatikzentrum in Raum 1Z 161 und I1Z 305 statt.

Gruppe Termin (siehe Semesterplan) Raum Tutor*in
01 Dienstag, 13:15 - 14:45 1Z 305 Finn Senft
02 Mittwoch, 13:15 - 14:45 1Z 305 Henrik Heitmann
03 Mittwoch, 16:45 — 18:15 1Z 305 Finn Senft
04 Mittwoch, 16:45 - 18:15 1Z 161 Lisa Glowczewski
05 Donnerstag, 13:15 - 14:45* 1Z 161 Lisa Glowczewski
06 Freitag, 11:30 - 13:00 1Z 305 Abdelrahman Anbar
07 Freitag, 13:15 — 14:45 1Z 305 Henrik Heitmann
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Heute:

Wir bauen klassische Algorithmen fur “einfache” Probleme
(die man damit tatsachlich optimal gelost kriegt.)
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Thema: Horsaalvergabe o

I — — T *' |

7 bis 10! 14 bis 16!



4 )
Oh man. Wir haben
R doch nur diesen einen "y
aun Horsaal ... . n , s -
J % p— - <=

A

9 bis 11!
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I \'i_l{ s , l ,,

Dann versuchen wir, [ i J J
moglichst viele

Veranstaltungen
unterzukriegen! )
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Horsaal-Belegung

~
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Horsaal-Belegung — Das Problem

Gegeben
Menge von Intervallen 7 = {I; = [s1,e1), ..., I, = [sp, e)}

Gesucht Wie
. | | io 16t
Teilmenge 7’ € 7 mit den folgenden Eigenschaften da;epigbgin?
1. Vli,IjEfI':Iian=®
2. 7' ist groRtmaoglich Greedy!
Die ausgewahlten Was ist
Intervalle mussen uberhaupt
paarweise disjunkt sein. Greedy?
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Eingabe: z;,....7,,Z, Pis ..., Pn

Ausgabe: x;, ..., x, € [0,1] » Greedy-Algorithmen sind “gierig” bei
mit ihren Entscheidungen:
Z‘ <7 « “Nimm das beste, was gerade geht”
s * “Und gib es nicht wi.eder her” —
if’ e G_etroffene E"ntsclr.\em_iungen werden
&5 nicht mehr ruckgangig gemacht.
1: Sortiere {1,...,n} nach p_‘, aufsteigend;

Dies ergibt die Permutation ne(1), ...,m(n).

Setze j = 1.
2: while (Z{_l Ze(i) < Z) do
3 Xo(j) = 1
& gl Was ist
gl .
5. Sitpion poxioe Z = X1 (i) uberhaupt
e R n()) = 2a () Greedy?
\a,r .I
6: return
s"gﬁ?’% Technische .
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Hier:
« Sortiere alle Intervalle nach einem Kriterium
« Nimm in dieser Reihenfolge jedes Intervall mit,
was reinpasst.

- Welches Kriterium?
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Hier:
« Sortiere alle Intervalle nach einem Kriterium
« Nimm in dieser Reihenfolge jedes Intervall mit,
was reinpasst.

- Welches Kriterium? _
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Horsaal-Belegung — Strategien

Greedyfunktion? R S S S S B S N

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Fruhester Start? . yvenig
—~__Uberlappungen?

Frihestes
Ende?
'%'f,-‘ Technische

Kurzeste
zuerst?

Langste zuerst?

N
7

el
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U
B
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Horsaal-Belegung — Strategien

Greedyfunktion? R S S S S B S N

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Fruhester Start? . yvenig
—~__Uberlappungen?

Frihestes
Ende?
'%'f,-‘ Technische

Kurzeste
zuerst?

Langste zuerst?
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Horsaal-Belegung — Kurzeste zuerst

ALG =1

OrPT=2

~
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Horsaal-Belegung — Strategien

Welche
Greedyfunktion?

N
7

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Kurzeste
zuerst?

Wenig

¥ 2 .
Fruhester Start” Uberlappungen?

. Frihestes
Langste zuerst? Ende?
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Horsaal-Belegung — Fruhester Start/Langstes Intervall

ALG =1

~
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Horsaal-Belegung — Strategien

Greedyfunktion? R S S S S B S N

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Fruhester Start? . yvenig
—.__Uberlappungen?

Frihestes
Ende?
'%'f,-‘ Technische

Kurzeste
zuerst?

Langste zuerst?

N
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Horsaal-Belegung — Wenig Uberlappungen

ALG=3

ﬁH:l:f:ﬁ::ﬁ

———
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Horsaal-Belegung — Wenig Uberlappungen

ALG=3

ﬁH:l:ﬁ:ﬁﬁ

———
H H

OpPT =4

~
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Horsaal-Belegung — Wenig Uberlappungen

ALG=3
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———
H H

OpPT =4

~
7

4 5 6 7 8 9 10 1M 12 13 14 15 16 17 18 19 20

MLy,
TS

“% % Technische - — - -
3 %E Universitit Ramin Kosfeld und Chek-Manh Loi | Ubung #1 | Horsaal-Belegung | Seite 20

%‘ #&  Braunschweig
!rw "aﬂt‘
5C



Horsaal-Belegung — Strategien

Greedyfunktion? R S S S S B S N

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Fruhester Start? . Wenig
~__Uberlappungen?

Frihestes
Ende?
'%'f,-‘ Technische

Kurzeste
zuerst?

Langste zuerst?

N
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Horsaal-Belegung — Fruhestes Ende

ALG=3

OpPT = 37

N
7
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Horsaal-Belegung — Fruhestes Ende

Greedy-Algorithmus: Fruhestes Ende

Sortiere {1, ..., n} nach e; aufsteigend; erhalte Permutation 7 (1), ..., m(n)
§ ={r(1)}
e = en(l)

fork =2tondo
if (ST[(k) > 8) then
S:=Su{n(k)} Theorem
ei=e Der Algorithmus Iost das
m(k) Horsaal-Problem optimal
return S in Zeit O(n logn)
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Beweisidee

(Ein Klassiker):
* Vergleiche eine optimale Losung mit der des Algorithmus.

« Wenn sie nicht gleich sind, dann gibt es einen erste Zeitpunkt (ein
frihestes Intervall), ab dem die Losungen sich unterscheiden.

- Untersuche diesen Schritt genauer!

1Ly
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Beweis

Sei 5414 die Losung von Algorithmus 1 und S,,,; eine optimale Losung.

_ Welche davon
Hier sind S, und konnen das erste
Sopt identisch o Intervall aus S,;

- : nichtin S,;, sein?

Erstes Intervall aus

L
o7y

N
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Beweis

Sei Sq14 die Losung von Algorithmus 1 und S,,,; eine optimale Losung.

Hier sind S4;4 und
Sopt 1dentisch

T

B A

Welche davon
konnen das erste

Intervall aus S,
nichtin S,;, sein?

Erstes Intervall aus

Blau muss rot
uberlappen!
Ende von blau
kommt nach
Ende von ro’E!

Technische
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Beweis

Sei Sq14 die Losung von Algorithmus 1 und S,,,; eine optimale Losung.

Hier sind S4;4 und
Sopt 1dentisch

O e e e

AR A

Entferne blau aus S,,; und flge rot hinzu.

Sopt istimmer noch zulassig!

Sopt istimmer noch optimal und jetzt

ahnlicher zu an Sg,,. Wiederholt anwenden:

= |Salg| = |Sopt|

A\
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...und was ist
mit uns?




Raumplanun R
aumpianting Okay okay. Wie viele
Horsale brauchten wir vy . -
denn? , — //\J B

Je weniger,
desto besser.




Horsaal-Belegung — Eine Variante

Gegeben Konnen jedem Intervall

Menge von Intervallen 7 = {I; = [sq1, €1), -, Iy = [Sn, €n)} (Veranstaltung) k verschiedene

Werte (Raume) zuordnen mit f
Minimiere k!
Gesucht r—/“‘ Wenn zwei Intervalle
Die kleinste Zahl k € N, sodass eine Funktion f:1 — {1, ..., k} existiert  Uberlappen, haben sie

und fiir je zwei Intervalle Tund I' git InI' # @ = f(I) # f(") verschiedenen Wertin f
(anderen Raum)

I |
| |
| 1 b L 2
| || |
| | | | | |
gty
g"%g 3+ Technische —
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Ideen?

Lass uns den Greedy-
Algorithmus mehrmals
anwenden!

~
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

NERERENEEEE AG =5

OpT=4

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern

A WO DN -

auch der Start
eines Intervalls!

N
7

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern

auch der Start
eines Intervalls!

Idee:

Bewege eine Linie
von links nach
rechts

N
7

415 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern

auch der Start
eines Intervalls!

Bei Erreichen eines
« Startpunktes:
Weise kleinste
Raumnummer zu
 Endpunktes:
> Gib Raum frei

4 5 6|7 8 9 10 1M 12 13 14 15 16 17 18 19 20
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern

auch der Start
eines Intervalls!

AN TS S S v S S S R Bei Erreichen eines
S NS S N T S SR S S S - Startpunktes:
Weise kleinste
Raumnummer zu
 Endpunktes:
> Gib Raum frei

4 5 6 7|8 9 10 MM 12 13 14 15 16 17 18 19 20
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern

auch der Start
eines Intervalls!

2 S N S S SE S B A Bei Erreichen eines
JE N N N N T S S R « Startpunktes:
Weise kleinste
Raumnummer zu
 Endpunktes:
> Gib Raum frei
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern

auch der Start
eines Intervalls!

2 S N S S SE S B A Bei Erreichen eines
JE N N N N T S S R « Startpunktes:
S R Weise kleinste
A Raumnummer zu
 Endpunktes:
> Gib Raum frei
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern

auch der Start
eines Intervalls!

22 NS S S S B A Bei Erreichen eines
3 IR I S N A S S R « Startpunktes:
S R Weise kleinste
A Raumnummer zu
 Endpunktes:
> Gib Raum frei

4 5 6 7 8 9 101 12 13 14 15 16 17 18 19 20

u' &Q

;‘g& % Technische
%

Universitit Ramin Kosfeld und Chek-Manh Loi | Ubung #1 | Horsaal-Belegung | Seite 41
Braunschweig

U . o | ¥ =
o5 e
i

A




Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern

auch der Start
eines Intervalls!

220 N N S RS SN SRS S A Bei Erreichen eines
S I N S T T N S R « Startpunktes:
2 I T T Weise kleinste
A Raumnummer zu
 Endpunktes:
> Gib Raum frei
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern

auch der Start
eines Intervalls!

220 N U0 S S S S A Bei Erreichen eines
SN B I 16 S T T R S R « Startpunktes:
S Weise kleinste
A Raumnummer zu
 Endpunktes:
> Gib Raum frei

4 5 6 7 8 9 10 M 12|13 14 15 16 17 18 19 20
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern

auch der Start
eines Intervalls!

72 N S B I S BN S B A Bei Erreichen eines
JNE N NN I 6 A T R S R « Startpunktes:
S 0 T S A Weise kleinste
B Raumnummer zu
 Endpunktes:
> Gib Raum frei
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern

auch der Start
eines Intervalls!

72 S SN B U S S B R B B Bei Erreichen eines
T N N N U I T R S R « Startpunktes:
S - I T T R T R Weise kleinste
T IR R A R Raumnummer zu
 Endpunktes:
> Gib Raum frei
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern

auch der Start
eines Intervalls!

2 i _f2:0: i i Bei Erreichen eines

TN B N S N I S R « Startpunktes:
A A Weise kleinste

T EETE S B R Raumnummer zu
 Endpunktes:

> Gib Raum frei
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern

auch der Start
eines Intervalls!

2 i i _f2: i i i Bei Erreichen eines

JE I N S N T A N S R « Startpunktes:
A Weise kleinste

T [ S B R Raumnummer zu
 Endpunktes:

> Gib Raum frei
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern

auch der Start
eines Intervalls!

2 i i _f2: & i i Bei Erreichen eines

TN N N S N T S O I R « Startpunktes:
Y A Weise kleinste

T B I B Raumnummer zu
 Endpunktes:

> Gib Raum frei
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Was ist die Laufzeit von

Wichtig ist nicht nur

_ d/.eser.“n A/?sat.z? das Ende, sondern

: Laufzeit S auch der Start

. Sortiere ,Ereignisse® (Start- oder eines Intervalls!

i Endpunkt) nach Zeit; Endpunkte dabei +———— i i i

i vor Startpunkte mit gleichem Zeitpunkt. i_ i & i @ i Bei Erreichen eines

. In jedem Schritt: Suchbaum mitallen | § i i i - Startpunktes:

i freien RGumen updaten. Weise kleinste
R e e e e e e Raumnummer zu
i Theorem « Endpunktes:

Diese Strategie 10st das Problem fur

._ Gib Raum frei
4-]. n Intervalle optimal in Zeit 0(nlogn).
ﬁ—v—v—v—v—m—'—I—rﬁrv—A

v

15 16 17 18 19 20
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Beweis

Wie viele Raume braucht man mindestens?

Sei

. yi= miaX(|{1 €J:i€l}]), "’—\/ Maximale Anzahl an Intervallen,

opt der Wert einer optimalen Losung, die sich gleichzeitig (iberlappen.
* alg der Wert der LOsung unserer Strategie

Beobachtung: opt > y

=>alg=X
Wir zeigen: alg < y

LL,
o,
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Beweis

Angenommen, wir brauchen k Raume, d.h. alg = k.

Betrachte den ersten Zeitpunkt, zu dem wir Raum k benutzen.

Das passiert nur beim Startpunkt eines neuen Intervalls 1.

Was muss noch gelten?

« Alle anderen Raume 1, ...,k — 1 sind in Gebrauch!

« D.h. [ Uberlappt k — 1 andere Intervalle an seinem Startpunkt.

« Endpunkte vor Startpunkten zum gleichen Zeitpunkt bearbeitet: echte Uberlappung!

- Wenn alg = k, dann Uberlappen auch (mindestens) k Intervalle.

2> alg<y
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... Sweep-Line Algorithmen

... ein weitere, typische algorithmische ldee:

» Gehe sortierte Eventpunkte ab
(also lasse gedanklich eine Linie Uber die Instanz fahren)

« triff darauf basierend Entscheidungen.

 Manchmal entstehen auch noch dynamisch neue Eventpunkte oder
welche verschwinden ...
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.. Aber geht das
denn nur fur
Intervalle?
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Verallgemeinerung
Hier vorgestellte Probleme sind Spezialfalle von berihmten Graphproblemen:
» Independent Set (unabhangige Menge bzw. stabile Menge)
 Gegeben: ungerichteter Graph ¢ = (V,E)
* Gesucht: moglichst groBes S € V mit V{v,w} € S:vw ¢ E
 D.h. keine Kantenin S
» Graphfarbung
« Gegeben: ungerichteter Graph ¢ = (V,E)
« Gesucht: Farbungc: V - {1,.., k} mitc(v) =c(w) > vw ¢ E
* D.h. keine einfarbigen Kanten
» Moglichst wenige Farben (moglichst kleines k)
« Aquivalent: Moglichst wenige Independent Sets S;,1 < i < k mit U{-‘=1Si =V.
» Hier betrachtet auf so genannten Intervallgraphen
« Auf allgemeinen Graphen: Wohl kein effizienter Algorithmus fur optimale Losungen...
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Dynamic Programming fiir LCS

... und nachstes Mal? 0
Les(x,v) <[l LeS(X Ty 37 st =‘:;;lderj =yo
’ Sx; = /i

max (LCS (xi=1, y7y, LES(X',¥7=1)) " sonst

Dynamic PI’OQI’QI”I”[I’IQ!
MEI C
R OnNGELoEoEE

TTA

B

NH2
0 0 o
i Q Adenin Moo T 0 0
Guanin no - T
N Ny o L | [
( g (¢ \ Mo e BB EE
< \ /)\ — 2 BT ; 2®3 NEE
NE N Nele N N = - B G5 i e
b H . 1 Multiplication i3 3 4 4 4 4
- ming fiir Matrix Chain 3 3 4 4 4 4
NHo pynamic Program fallsi =) Wi 4505 .
H4C ©opT(I +OPTU LD 5 P 4 4 5 5 ¢
3 Ly = .
XN \[)Pmﬂ 1
\ /& i=1j=5 04154 = 199
- (@) . k=1:3:53% bt
Cytosin N k=2 g : éﬁ 33++1;30++24 S
ﬁii}3.4.3+154+0=1"°

. iplikationen
nis: 172 Multip! Ms)
geglﬁgnfolge: My (szMz))x(Mv. s

Schon nachste Woche, am 07.05.2025!
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