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Recap

1. Ziffer: Man muss Objekt 1 oder 2 wahlen,

aber nicht beide. n=12, z; =p;, Z = 111444
2. Ziffer: Man muss Objekt 3 oder 4 wihlen, z1=p1 = 100110
aber nicht beide. zo =pgy = 100001
3. Ziffer: Man muss Objekt 5 oder 6 wihlen, z3=p3 = 10101
aber nicht beide. zg=ps = 10010
25 = P5 = 1001
26 = Pg — 1110
4. Ziffer: Man muss Objekt 1, 3 oder 6 wahlen. 2 =p; = 200
5. Ziffer: Man muss Objekt 1, 4 oder 6 wahlen. 28 =P8 = 100
29 = = 20

6. Ziffer: Man muss Objekt 2, 3 oder 5 wahlen. g_ P9 _
Z10 =Plo = 10
_ = _ 211 = P11 = 2
9(9(1 VXx,V x3) AN (Xl VX,V X3) N (x1 Vx,V X3) 212 =Pl = 1
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Kapitel 5.3 - 3SAT
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3SAT - Definition

Definition 5.6

Gegeben:

* n Boolesche Variablen x4, ..., x,, aus denen wir Literale ¢; der Form x; oder xj bilden konnen.

« mKlauseln, jede zusammengesetzt aus genau drei Literalen C; = (fi,1 VEi,V fi,g) mit1 <
jJ<m

Gesucht:

Eine alle m Klauseln erftillende (engl. satisfying) Wahrheitsbelegung der n Variablen.

Beispiel:
(Xl V.X'Z Vf3) /\(X1VX3 Vf4) /\(fz Vf3 VX4_)

Erfiillende Belegung: x; = 1,x, =0,x3=1,x, =0

Nicht-erfiillende Belegung: x; = 0,x, =0,x3 =1,x,4,=0
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Beobachtung 5.7

Wenn man mir eine erfiillende
Belegung gibt, kann ich das
leicht verifizieren...

Wenn es keine gibt, ist das
nicht so einfach
nachzuweisen...
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Milleniumsfrage

Problem 5.8
Gibt es fiir 3SAT einen Algorithmus, der fiir jede Instanz I in polynomieller Laufzeit in n und m
entscheidet, ob I erfillbar ist?

Oder anders ausgedruckt: Ist 3SAT € P?

Satz 5.9
Ist 0-1 Knapsack € P, dann gilt 3SAT € P.

Beweisidee:

Reduziere 3SAT auf 0-1 Knapsack ahnlich zur letzten Vorlesung:

Fiir jede Variable konstruiere grof3e Zahlen in deren die letzten m Ziffern ausdriicken ob die
Variable als positives/negatives Literal in der entsprechenden Klausel vorkommt.

Fur jede Klausur erstelle noch Auffiillobjekte, um zu priifen, ob die Klausel erfiillt wurde.
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Reduktion 3SAT auf Knapsack in Pseudocode

Algorithmus 5.10 3SATtoKnapsack

Eingabe: Instanz I3547 von 3SAT
Ausgabe: Instanz gy von 0-1-KNAPSACK

100110

21 = P1 n—1 i m—1 )
. — m-+i 108
2o =py = 100001 1. Z = zgj 10 + 323 4-10
23 =p3 = 10101 2. P:=7
24=ps = 10010 3: Erstfelle Objekte z1, ..., zon+om und py, ... ,pgn.,_zm. o . .
4: for :=1ton do > Initialisiere Gewichte fiir Variablen
25 - p5 - 1001 5 . . . —— 10n+m—z‘
: P2i—1 = 22i-1 ‘= ’
26 = Pg — 1110 6: P2 = 29 = 1gntm—t
2 =p7 = 200 7. for j =1tom do > Betrachte jede Klausel
28 =pg = 100 8: fori=1tondo > Setze Bit von Variablen, wenn in Klausel présent
29 =pg = 20 9: if x; taucht als positives L1terai 11;1 C; auf then
g — _ 10 10: P2i—1 = Z2i—1 := 22;—1 + 10
10 = P10 11: else if z; taucht als negatives Literal in C; auf then
211 = P11 = 2 12: Poj 1= z9; i= 2o; + 10™ I
212 = P12 = 1 13 Pont2j—1 i= Zont2j—1 1= 2 - 10Mm~ > Gewichte um auf 4 aufzufiillen,
14: Pon+t2j = Zont2j = 1 10m—J > wenn Klausel erfiillt wurde.
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Reduktion 3SAT auf Knapsack in Pseudocode

(561V:BQVIF;—;)A(.l“lVﬂ?_QV:B_?:)A(m_lVdTQVfBS) |

n=12, z; = p;, Z = 111444

MLy,
TS

z1=p1 = 100110
29 = P2 = 100001
23 = P3 = 10101
24 = P4 = 10010

> 25 = P5 = 1001
26 = Pg — 1110
Z7 =p7r = 200
28 = Pg = 100
29 =p9 = 20
210 = P10 = 10
211 =p11 = 2
Z12 =P12 = 1
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3SAT und Knapsack

Satz 5.11
Wenn 3SAT € P, dann gilt P = NP.

Beweisidee:
Zeige: Jede Instanz eines Problems in NP lasst sich als aquivalente 3SAT-Instanz codieren,

welches hochstens polynomiell grofier ist.

Korollar 5.12
Wenn 0-1 Knapsack € P, dann gilt P = NP.

Folgt aus der Reduktion 3SAT auf 0-1 Knapsack, sowie der Reduktion von allen Problem aus
NP auf 3SAT.
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NP-schwer und -Vollstandigkeit

Definition 5.13
1. Ein Problem II heif3st NP-schwer, wenn eine Polynomialzeitreduktion von jedem NP -

Problem auf II existiert.
2. Ein Problem II heif3t NP-vollstandig, wenn Il € NP und I1 NP-schwer ist.

Bemerkung:
Fiir den ersten Teil gentigt es, ein bereits bekanntes NP-schweres Problem auf I zu reduzieren!

Korollar 5.14

1. 3SAT ist NP-vollstandig

2. 0-1 Knapsack ist NP-vollstandig

3. Maximum Knapsack ist NP-schwer

Frage: Warum ist nicht klar, ob Maximum Knapsack in NP liegt?
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Kapitel 5.5 - Konsequenzen
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Algorithmen vs. Investmentbanker

Ziele: Ein “perfekter” Algorithmus liefert... Ziele: Ein “perfekter” Finanzberater ist ein...
1. immer 1. ehrlicher
2. schnell 2. intelligenter
3. eine optimale Losung. 3. Investmentbanker.
@) O
3. optimal 3. Investmentbanker

2, intelligent
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Kapitel 5.6 - Graphenprobleme
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Vertex Cover

Problem Vertex Cover (Optimierungsvariante)

Gegeben:

e Ein Graph G = (V,E)

Gesucht:

 Knotenmenge S € V moglichst kleiner Kardinalitat,
sodassu € S oder v € S fiir jedes e = {u, v} € E gilt.

Fur die Entscheidungsvariante ist zusatzlich ein k € N
gegeben, und man fragt, ob es ein Vertex Cover der Grofde
hochstens k gibt.

Eine Losung konnen wir auch schnell tiberpriifen!
—> Vertex Cover ist in NP.

LL,

o e,
,s"%s 2 Technische - -
3 AT Universitit Arne Schmidt | AuD 2 | Seite 14
+%| A

Tons

%> Braunschweig

<P



Petersengraph

Welche Grofde hat ein kleinstes Vertex Cover?
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Petersengraph

Welche Grofde hat ein kleinstes Vertex Cover?

Wir finden schnell eines der Grofde 6.

Gibt es eins
der Grofde 5?

Falls nein,
wieso nicht?
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Petersengraph

Welche Grofde hat ein kleinstes Vertex Cover?

e Zwei unabhangige Kreise der Lange 5 (rot und
orange)
* Schnell zu sehen: Ein Kreis der Lange n benotigt

E] Knoten im Vertex Cover.

* Roter und Orangener Kreis benotigen je 3 Knoten.
* Gesamter Graph benotigt also mindestens 6.

Das kleinste Vertex Cover besitzt also 6 Knoten.
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Verschiedene Graphenklassen

Pfad Kreise | Baume | Vollstandige | Beliebig
Graphen
Grofde VC [n — 1 [_ )

Polyzelt Algorithmus? ! Ja! Ja! ?

n_

Frage: Wie schwer ist es zu entscheiden, ob es ein Vertex Cover der Grofde < k gibt?

Versuchen wir von 3SAT auf Vertex Cover zu reduzieren!
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Uberlegungen

Fur Variablen benotigen wir
ein Gadget, welches die
Auswahl (true/false) simuliert.

Fur Klauseln benotigen wir ein
Gadget, in welchem eins von
drei Literalen true sein soll.

Wie codieren wir die
Variablen-Klauseln-Logik?
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Reduktion 3SAT auf Vertex Cover

, . Variablen-
S S3~ ,!¢\ ,l - _;,’ gadgets
I S >< S~<L A Sse -7 7T \
I hRN AN NS e ST \ _
I SN L7 Sl e RT-a e/ \ Variablen-
' N ’:é: \\ ’>\~ L\\ \ .
| AN -==7, TNl Ui+ S~d T~ \ Klausel-Logik
7 ~ ’f’ ~ - ~ Vi ~ o \\ \
: // ,’\’ ’ /’ \\ S / ~~\ S~ \
! s .*” \\, // - ~ \~ ’ N\‘\~\\~
Klausel-
77 77 777 77 gadgets
(x1 \ X2 \ 3?3) (Xl VvV fz \ f3) (fl \Y X2 \Y X3) (fl \ X2 \Y JE3)
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Reduktion 3SAT auf Vertex Cover

Variablen-
* * * ’ , ’ gadgets
N N
Ve

- -7
l\\ SO, —:\::‘~=-———‘l// \
' \ >\, -~ 7 SO N L, \ Variablen-
I = Klausel-Logik
I
I
I Klausel-
I gadgets
|
(x1 \ X2 \ 3?3) (Xl V fz Vv f3) (fl VvV X2 VvV X3) (fl \ X2 \Y JE3)
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Reduktion 3SAT auf Vertex Cover

Q = (x1Vx2Vf3)/\(x1Vf2Vf3)/\(9?1Vx2Vx3)/\(f1Vx2Vf3)

@ ist genau dann erfiillbar,
wenn G ein Vertex Cover der

k . - X ’ m Grofe 11 besitzt.

MLy,
TS

“% % Technische -
55 %1 Universitit Arne Schmidt | AuD 2 | Seite 22

%‘ #&  Braunschweig
!rw )
sch



Reduktion im Allgemeinen

Konstruiere den Graph wie folgt:
 Fir jede Variable x; erstelle zwei Knoten v; o und v; 4

* Fir jede Klausel ¢; = (fj'l Ve,V ‘Ej}g) erstelle drei Knoten wj 1, w; 5, w; 3

« Verbinde Kanten entsprechend:
hd Ui’o mit vi,l
*  Wj1,Wj2,Wj3 vollstindig miteinander
*  wji mitwv;, falls die i-te Variable negativ in Klausel j als k-tes Literal auftaucht
*  Wwj mitv;, falls die i-te Variable positiv in Klausel j als k-tes Literal auftaucht

Damit ist recht offensichtlich:
Die Reduktion benotigt polynomielle Laufzeit (und Platz).
Wir miissen nun noch zeigen, dass die Reduktion korrekt ist!
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Korrektheit Reduktion

Satz
Sei @ eine 3SAT-Formel mit n Variablen und m Klauseln und G(p = (V,E) der aus der Reduktion

entstehende Graph. Dann gilt:
@ ist erfillbar & G, besitzt Vertex Cover der Grofie < n + 2m
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Resultate

Satz
Vertex Cover ist NP-vollstandig.

Satz
Es existiert ein 2-Approximationsalgorithmus fiir Vertex Cover.

Beweis: Siehe Ubung
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Nachste Woche

Schauen wir uns ein
weiteres
Graphenproblem an!

MLy,
DK

,s"oﬁ +. Technische - -
3 %E Universitit Arne Schmidt | AuD 2 | Seite 26
2|54 Braunschweig

NscH’




	Slide 1: Algorithmen und Datenstrukturen 2
	Slide 2: Recap
	Slide 3: Kapitel 5.3 – 3SAT
	Slide 4: 3SAT - Definition
	Slide 5: Beobachtung 5.7
	Slide 6: Milleniumsfrage
	Slide 7: Reduktion 3SAT auf Knapsack in Pseudocode
	Slide 8: Reduktion 3SAT auf Knapsack in Pseudocode
	Slide 9: 3SAT und Knapsack
	Slide 10: NP-schwer und -Vollständigkeit
	Slide 11: Kapitel 5.5 – Konsequenzen
	Slide 12: Algorithmen vs. Investmentbanker
	Slide 13: Kapitel 5.6 – Graphenprobleme
	Slide 14: Vertex Cover
	Slide 15: Petersengraph
	Slide 16: Petersengraph
	Slide 17: Petersengraph
	Slide 18: Verschiedene Graphenklassen
	Slide 19: Überlegungen
	Slide 20: Reduktion 3SAT auf Vertex Cover
	Slide 21: Reduktion 3SAT auf Vertex Cover
	Slide 22: Reduktion 3SAT auf Vertex Cover
	Slide 23: Reduktion im Allgemeinen
	Slide 24: Korrektheit Reduktion
	Slide 25: Resultate
	Slide 26: Nächste Woche

