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Kapitel 4 - Approximationen
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Kapitel 4.1 - Motivation
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Optimierungsprobleme

0-1 Knapsack Matching Vertex Cover Traveling Salesman
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Ziel: Finde eine bestmogliche Losung unter exponentiell vielen moglichen!
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Laufzeiten

0-1 Knapsack Travelling Salesman
0(n2) 0(2"f(n))
“Gegepen: BRUTE-FORCE DYNAMIC
Aufgabe i | 1] 2| 3\ 4| 5| 6 7| 8] 9/10/11]12]13/14/1516 SOLUTION: PROGRAING
Zeit z; 20 32 40 816 4 32 40 8 32 28 20 16 20 40 24 O (ﬂ'.) O (nlzn)

Punktep; 3 310 5 2 4 2 9 2 5 3 910 3 10 4

Zeitschranke: 120
Punktschranke: 44

Gesucht:

Eine Menge S € {1, ..., 16} mit ¥,;co2; < 120 und X;cop; = 44,
falls diese tiberhaupt existiert.

Ziel: Vielleicht nicht die bestmdgliche Losung, sondern eine gute, aber dafiir schneller?!
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Kapitel 4.2 - Greedy und Approximation
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Beispiel 4.1: Knapsack

Algorithmus 4.2 GREEDY)
Eingabe: z,....,2,, Z,p1,.... Pn
Ausgabe: S C {1,...,n} und Go
mit
Z <
ies
und
Gy = zpt- = Inklustonsmazimal
ics
1: Sortiere {1,....n} nach ;—: aufsteigend;
Dies ergibt die Permutation m(1), ..., w(n).
Setze j = 1.
2: while (7 < n) do
- 5 if (Zg;ll () En(i) + Zn(s) z) then
4 Tr(f) = 1
/Z =N lel ZZ=N 3 J=3+1
2 6: return

n = p1 = p2 =N
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Beispiel 4.1: Knapsack
Greedy: 2

Greedy packt
Objekt 1!

Man erkennt aber;
dass das weit entfernt
vom Optimum ist!
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Beispiel 4.1: Knapsack

Greedy: 2
OPT: N
Greedy/OPT =2 0

Greedy packt
Objekt 1!

Man erkennt aber;
dass das weit entfernt
vom Optimum ist!

Greedy kann also
beliebig schlecht sein!

Z = N Z, =N
p2 =N
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% Universitit Arne Schmidt | AuD 2 | Seite 9

%‘ #&  Braunschweig
!rw "aﬂt‘
5C



Triviale Verbesserung

Greedy: 2
Greedy”: N Was passiert, wenn wir
OPT: N einfach eine zweite

Losung betrachten...

Greedy’/OPT = 1

Welches nur das
beste Objekt enthalt?

In diesem Beispiel
waren wir optimal!

Z =N z; =N
p2 =N
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Triviale Verbesserung

Algorithmus 4.3 Greedy-Approximation

Eingabe: zi,...,2,,Z,p1,...,Pn
Ausgabe: S C {1,...,n} mit ), ¢2; < Z und Wert Gj, := > .o s
1: Gy :=maz {Go,max{p; | z < Z,i € {1,...,n}}}

2: return

Nimm das Maximum von... | | Greedy0 Wertvollstem Objekt
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Wie gut ist Algorithmus 4.3?

Satz 4.4:
Algorithmus 4.3 berechnet eine Losung mit Wert Gg. Im Vergleich mit dem Optimalwert OPT gilt:
Go = % OPT
Beweis:

] Gar nicht
Aufierdem gilt
Go + p* = FractionKP > oPT

"""""""""""""" Ganz
Nach Konstruktion gilt: IIII
° G(l) = GO
* Gy =maxp; =:p* . ______________________
\ J
! Objekt j passt als erstes nicht mehr.

Daherist

1 > ;> i
2G} = G + p* = 0PT = G} Z%OPT Alsoist Gy + p* = G + p; = FractionalKP
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Kapitel 4.3 - Approximationsalgorithmen
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Definitionen

Definition 4.5 (Approximationsalgorithmus):
1. Fiir ein Maximierungsproblem MAX ist ein Algorithmus ALG ein c-Approximationsalgorithmus fiir

MAX, wenn fur jede Instanz I von MAX
a) ALGin polynomieller Zeitin der GrofRe von I eine zulédssige Losung mit Wert ALG(I) liefert und
b) Fiir den Vergleich mit dem zugehorigen Optimalwert opT(I) gilt: ALG(I) = ¢ - oPT(J) mitc < 1
2. Analog zu einem Minimierungsproblem MIN:
a) ALG liefertin polynomieller Zeit in der Grofe von I eine zuléssige Losung mit Wert ALG(I) und
b) Fiir den Vergleich mit dem zugehorigen Optimalwert opT(I) gilt: ALG(I) < ¢ - opT(J) mitc = 1

Frage: Wie gut kann man Maximum Knapsack approximieren?
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Kapitel 4.4 - Bessere Approximation
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Idee

Noch eine Verbesserung: Fiille
nach Wahl des besten Objekts
den Rest mit Greedy auf!

Konnen wir das nicht mit
jedem Objekt machen?

Oder Paare von
Objekten?

Oder

Tripel? Quadrupel?
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Teilmengen enumerieren

Benutze die k besten Objekt
und fiille sie auf. Der Fehler

Enumeriere alle Teilmengen der
Grofde hochstens k € N.

ist durch hochstens 1

Objekt beschrankt!

Passt nicht mehr I

Das sind 0(n*) viele.
Fir fixes k ist das polynomiell!

—

Auffillen =

k besten Objekte —
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Greedy-k

Algorithmus 4.6 GREEDY}

Eingabe: z,...,2,,Z,p1,..., pn [Parameter k fixiert]
Ausgabe: S C {l,...,n} mit ) . 52 < Z und Wert G}, := >, 4 p;
1: G :=0, S:=0
2: for all S C {1,...,n} mit |[S| < k do
3 if (3 ,c52i < Z) then
4: G = max{Gyg, ) ;cgpi + GREEDY(({2i]i ¢ S}, Z — >, gz, {pilt € S})};
5 Update S;
6: return Gi, S
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Gutegarantie

Satz 4.7:

GREEDY), ist (1 — —) -Approximationsalgorithmus.

Zu zeigen:

a) Die Laufzeitist polynomiell.

b) Fiir jede Instanz gilt GREEDY,(I) > (1 — —) oPT(I)
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Zusatzbemerkungen

Der Approximationsfaktor von GREEDY) ist scharf,
d.h. es gibt Instanzen, fiir die das Verhaltnis
Alg/Opt den Faktor annimmt.

Tauscht man G, mit G, erhilt man einen Approx-

imationsalgorithmus mit Giitegarantie (1 — m)
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Nachstes Kapitel
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