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Kapitel 2 – Dynamic Programming
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Kapitel 2.1 – Dynamic Programming
Subset Sum
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Fragen

Können wir 
Lösungen nach und 
nach konstruieren?

Was macht eine 
Lösung von 

Knapsack aus?
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Überlegung

Betrachte die Instanz aus Beispiel 1.10 als Subset-Sum-Instanz:
𝑧1, … , 𝑧9 = 7, 13, 17, 20, 29, 31, 31, 35, 57  mit 𝑍 = 120.

Welche Optionen 
gibt es?

Nehmen wir die 57, 
muss der Rest 63 

ergeben.

Lassen wir die 57 
aus, muss der Rest 

120 ergeben.

Geht eine der 
beiden Optionen, 
geht es komplett.
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Eine Rekursionsgleichung

𝒮 𝑥, 𝑖 = ൝
𝒮 𝑥, 𝑖 − 1 ,  falls 𝑥 < 𝑧𝑖

max 𝒮 𝑥, 𝑖 − 1 , 𝒮 𝑥 − 𝑧𝑖 , 𝑖 − 1 , falls 𝑥 ≥ 𝑧𝑖 .

𝒮 𝑥, 0 ≔ ቊ
1, falls 𝑥 = 0.
0, sonst 

Was passiert, wenn wir es nicht nehmen?

Was passiert, wenn wir es nehmen?

Basisfälle

Objekt passt eh nicht.

𝒮 𝑥, 𝑖 ≔ ቊ
1, falls 𝑥 mit 𝑧1, … , 𝑧𝑖 erzeugt werden kann.
0, sonst 
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Wertetabelle
𝑧1, … , 𝑧9 = 7, 13, 17, 20, 29, 31, 31, 35, 57
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Wertetabelle
𝑧1, … , 𝑧9 = 7, 13, 17, 20, 29, 31, 31, 35, 57
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Wertetabelle
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Wertetabelle
𝑧1, … , 𝑧9 = 7, 13, 17, 20, 29, 31, 31, 35, 57

Wir müssen also nur eine Tabelle mit Werten füllen und brauchen keine Rekursion!
Das halten wir als Algorithmus fest.
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Algorithmus für Subset Sum

Satz 2.2:
Algorithmus 2.1 löst das Problem 
Subset Sum in Zeit 𝑂(𝑛𝑍).

Laufzeit ist im Wesentlichen klar. Wir 
füllen eine 𝑛𝑍 große Tabelle aus. Für jede 
Zelle haben wir konstanten Aufwand.

Folgt über einen Induktionsbeweis aus 
vorherigen Ideen.
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Fragen II

Sparen wir uns hier 
überhaupt Zeit?

Müssen wir nicht wieder alle 2𝑛 
Möglichkeiten durchprüfen?!
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Laufzeit
𝑧1, … , 𝑧9 = 7, 13, 17, 20, 29, 31, 31, 35, 57

Wie viele Einsen enthält eine Zeile maximal?
Sie verdoppeln sich maximal jede Zeile, können aber Z nicht übersteigen!

→ Wir sparen Zeit, wenn 2𝑛 > 𝑍 ist!
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Moment!

Wie groß kann Z 
überhaupt werden?!

Z wird binär codiert, hat im Input also Größe 𝑚 ≔ log 𝑍.

Damit ist die Laufzeit des Algorithmus 𝑂 𝑛 ⋅ 2𝑚 , ist also 
nicht polynomiell?!

Definition:
Ein Algorithmus besitzt pseudopolynomielle Laufzeit, wenn 
die Laufzeit polynomiell im Wert der Eingabe, aber nicht 
polynomiell in der Größe der Eingabe ist.
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Dynamic Programming im Allgemeinen
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Dynamic Programming

Memoization
Divide

&
Conquer

Dynamic
Programming

„Overlapping Subproblems“ „Optimal Substructure“

(Fibonnaci Zahlen)

(Subset Sum)

(Sortieren)
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Optimal Substructure

Aufteilen in Teilprobleme
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Optimal Substructure

Lösen der Teilprobleme
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Optimal Substructure

Lösen des Hauptproblems
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Optimal Substructure

Lösen des Hauptproblems
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Optimal Substructure

Lösen des Hauptproblems
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Overlapping Subproblems

Fibonnaci-Zahlen:
𝐹𝑛 ≔ 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛−2,  𝐹0 = 0, 𝐹1 = 1

𝐹𝑛

𝐹𝑛−1 𝐹𝑛−2

𝐹𝑛−2 𝐹𝑛−3

𝐹𝑛−3

𝐹𝑛−3

𝐹𝑛−4 𝐹𝑛−4 𝐹𝑛−4

𝐹𝑛−4

… … … …
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Fragen III

Wie lässt sich Dynamic 
Programming für andere 

Knapsack Probleme anwenden?

Wie sieht das für 
andere Probleme aus?
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