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Intro und Greedyalgorithmen
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150 Minuten
20 Aufgaben
100 Punkte
50 Punkte, um
zu bestehen...
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Klausursituation - 30 Minu ater

LU —

6 Punkte sicher!
10 schaffe ich nicht.
Noch 44 Punkte, um
zu bestehen...

tens

Ich weif} jetzt aber,
wie lange die letzten
Aufgaben benotigen
und wie viele Punkt
ich mind. erhalte!
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Knapsackprobleme

Problem 1.2 (Rucksackproblem, 0-1-KNAPSACK).

Gegeben:
e n Objekte 1,...,n mit jeweils Grofle z; > 0 Gewinn p; > 0
e Groflenschranke 7

o Gewinnschranke P

Gesucht:
Eine Menge
SC{l, .. n}
mit
Z Zg < Z
ieS
und

Entscheidungsproblem
“Gibt es eine solche Menge mit Wert P iiberhaupt?”

Problem 1.2" (Maximum KNAPSACK).

Gegeben:
e n Objekte 1, ...,n mit jeweils Grofle z; > 0 und Gewinn p; > 0

e (Groflenschranke 2

Gesucht:
Eine Menge
S5C{1,..,n}
mit
Z Zq < Z
€S
und

Zpi = Maximal

1ES

Optimierungsproblem
“Unter allen gultigen Losungen, gib mir die beste!”

Technische
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Fractional Knapsack

Problem 1.3 ( FRACTIONAL KNAPSACK).

Gegeben:
e 1 Objekte 1, ...,n mit jeweils Groe z; > 0 und Gewinn p; > 0
e GroBenschranke Z

Gesucht:
Fiir jedes Objekt ein Wert,
z; € [0,1]
sodass
mn
Zziitg S VA
i=1
und

T
Z pir; = Mazximal
i=1

Algorithmus 1.4 Greedy-Algorithmus fiir FRACTIONAL KNAPSACK |

Eingabe: z1,...,2n,4,P1, s Pn
Ausgabe: zy,...,1, € [0,1]
mit

und

n
ZpiIi = Maximal
=1

1: Sortiere {1,...,n} nach 2 aufsteigend;
Dies ergibt die Permutation 7(1), ..., m(n).

Setze j = 1.
2: while (Z£=1 Zr(i) < Z) do
P Tagg) =1

PR g B
i—1
Z — 3170 Za(i)

5: Setze Tpqy =
v “n(5)

6: return
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Greedy-Algorithmen
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= Michael Douglas,
‘as Gordon Gekko,

Greedy-Algorithmen
wahlen immer die lokal
beste Option.

Vergangene
Entscheidungen spielen
keine Rolle mehr.

Sie bieten oft , gute
Losungen”,
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Integer Knapsack

Nimm Objekte
beliebig oft!

Problem 1.6 (INTEGER KNAPSACK).

Gegeben:
e n Objekte 1, ...,n mit jeweils GroBle z; Gewinn p;

o GroBlenschranke Z

Gesucht:
Fiir jedes Objekt ein Wert
;e N

mit

mn

Z zik; < 2

i=1
und

mn
Z pit; = Maximal
=1
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Spezialfall des Spezialfalls: Subsetsum

Alle Objekte besitzen
gleiChe Dichte Problem 1.8 (SuBseT Sum).

Gegeben:
Zielschranke soll exakt e n Objekte 1,...,n mit jeweils GroBe z;
erreicht werden. o ZielgroBe Z
Gesucht:
Eine Menge
S C{l,..,n}
mit,
> u=7
1ES
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Spezialfall*3 : Partition

Alle Objekte besitzen
gleiche Dichte

Objekte sollen in
gleichgrofde Halften
geteilt werden.

Ly

~
CT
53 s

&

<

Problem 1.9 (PARTITION).

Gegeben:
e n Objekte 1,....n mit jeweils Grole z;

Gesucht:

Eine Menge
SC{l,..,n}

> u-3 s

icS igS

mit
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Dynamic Programming vs Branch and Bound
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Enumerationsbaum

Aber die miissen wir

viele Fille! nicht alle betrachten’

";:’

&

3
37
1
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Enumerationsbaum

Dynamic Programming: o7
Baue nach und nach aus Teil-
losungen grofdere Losungen auf.

30 30
31 31 31 31
31 31 31 al al a1 a1 a1
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Eine Rekursionsgleichung

SCx i) = {1, falls x mit z4, ..., z; erzeugt werden kann.
0, sonst
Basisfalle
1, fallsx = 0. /
$(x,0) = {0, sonst
S(x,i—1), falls x < z;

max(S(x,i —1),8(x —z;,i — 1)) ) falls x > z;.

/‘

Was passiert, wenn wir es nicht nehmen? Objekt passt eh nicht.

Was passiert, wenn wir es nehmen?
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Wertetabelle
{24, .., 20} = {7,13,17, 20,29, 31, 31, 35,57}

\|01233567...1314151617181920...240

0||1=‘000000g...0_.u__0_;0000‘g . 0
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Dynamic Programming

,O0verlapping Subproblems” ,Optimal Substructure”
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Ansatze fiir Knapsack

Wir haben nun nicht nur Gewichte, sondern:
z; und p;, sowie Z.

Frage:

Gibt es Subprobleme wie bei Subset Sum, deren Losung uns hilft?

Instanz:
le er Zil Z! pl' e pl

v

Wert P zurick.

F

Wert P zurick,

P2t

- Seo
- S~
-

-
-
-
-
-~
-

*,,f*"f)bjekt i nicht nehmen

addiere p;.

~

Objekt i nehmen~-~._

Instanz:
Z1) vy Zi—1, Z, P15 Pi-1

Instanz:

Z1y s Zie1, Z = Zjy D1y s Diet

o,
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Rekursionsgleichung fiir Maximum Knapsack

Zu uberlegen:

 Worlber gehtdie Rekursion?

* Was bedeutet die rekursive Funktion?

* Was sind (einfache) Basisfalle?

* Welche Bedingungen gibt es, ein Objekt zu nehmen?

Sei P(x, i) der grofstmogliche Wert, der mit den ersten i Objekten mit Kapazitit x erreicht werden kann.

Basisfalle

0 fallsi =0
= ' h nicht.
Px,i) =P i=1D), Objekt passt eh nicht falls x < z;
(max(P(x,i —1),P(x —z;,i — 1) + p;), falls x > z;.

(

Was passiert, wenn wir es nicht nehmen? Was passiert, wenn wir es nehmen?
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Enumerationsbaum

a7

Branch-and-Bound:
Triff Entscheidungen fiir
Variablen. Kann man hier
Arbeit sparen?
39
31 31
3l 31 31 31
T T T T
L3O L0 L0 ) 1y
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Zusammenfassend

Beispiel: Maximum Knapsack

Bessere
Ganzzahlige Losung gefunden!

Es gibt hier keine
bessere Losung als bisher!

Wert 18.3
Wert 16.2 Wert 18.3
(Roter Knoten) Unzulissige xz =0 xz =1
Entscheidungen! Wert 18.3
1 Wert 10
* (Schwarzer Knoten) Wir konnen s T
keine Entscheidung mehr treffen! X3 =0 ‘\‘ ! ‘\‘
VO
Dabei wichtig Wert 13 Wert 16.2
* Die obere Schranke ist nur fiir den B Wert 12
Teilbaum giiltig X4 =0 *s =1
* Die Untere (zulassige Losung) fir Wert 16 Wert 16.2
den gesamten Enumerationsbaum! e =1
. Technische
&%)‘E Univrsit Arne Schmidt | AuD 2 | Seite 21 Wert 15 ‘ 6 Unzuléssig




Lineare Programme

Stahlrohre (1000€ / t)

240t pro Monat @
] /

H 0.8t Eisen + 0.4t Kohle pro t

/\/‘ %ﬁisen + 0.7t Kohle pro t

180t pro Monat

Kohle Stahltrager (1400€ / t)
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Etwas anders

Maximiere (1000, 1400) - Profit

240 Eisenlimit
180 Kohlelimit

MLy,
TS

Allgemein

Maximiere X

Unter Bedingungen

Ax <D
x =0

‘:%i + Technische X -
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Beispiel (1)

maximize 17z, + 12z,

subjectto 10z1 + Tx2 < 40
5
0

1, T2 Integers

IA

r1+ T2

A%

Iy, T2

Optimale Losung der Relaxierung:
_ (510
*T\33

Betrachte Subprobleme mit
X1 < 1 und X1 > 2

Arne Schmidt | AuD 2 | Seite 24




Beispiel (2)

maximize 17z, + 12z,

subjectto 10z1 + Tx2 < 40
)
0

1, T2 Integers

IA

r1+ T2

A%

Iy, T2

Optimale Losung der Relaxierung:
_ (510
*T\33

Betrachte Subprobleme mit
X1 < 1 und X1 > 2

Arne Schmidt | AuD 2 | Seite 25




Beispiel (n)

maximize 17z, + 12z,

subjectto 10z, + Tzo < 40
1+ T2 < O
Ty, T2 2 0

T1, T 1ntegers

Wir bauen uns nach und nach
einen Enumerationsbaum auf.

Die beste ganzzahlige Losung ist
also x = (4,0).

Py x1=1.67, x2=3.33

(=68.33

xlﬁl/

P x1=1, x2=4
£=65

2% xl=2, x2=2.86

(=68.29

xzﬂ/

o

Py x1=2.6, x2=2

(=68.2

xISZ/

Px=2,x,=2
(=58

P9: Infeasible

\x123

Py x,=3,x,=143

(=68.14

xzfl/

\XZZZ

P x1=3.3, x2=1

(=68.1

xISS/

Technische
£ Universitit Arne Schmidt | AuD 2 | Seite 26
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P x1=3,x2=1
£=63

Pw: Infeasible

\x124

Pg: xl=4, x2=0
=68




Approximationsalgorithmen
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TS

Greedy beliebig schlecht

Algorithmus 4.2 GREEDY)

Eingabe: z,....,2,, Z,p1,.... Pn
Ausgabe: S C {1,...,n} und Go

mit

Z;‘&'EZ

ics

und
Gy = z p; = Inklusionsmazimal

ies
: Sortiere {1.....n} nach ;—: aufsteigend;
Dies ergibt die Permutation m(1), ..., w(n).

Setze j = 1.
while (j < n) do
if (Z';?;ll Zr(i) (i) T Zn(s) = Z) then
Za(s) = 1
ji=i+1
return

Arne Schmidt | AuD 2 | Seite 28
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Triviale Verbesserung

Algorithmus 4.3 Greedy-Approximation

Eingabe: zi,...,2,,Z,p1,...,Pn
Ausgabe: S C {1,...,n} mit ), ¢2; < Z und Wert Gj, := > .o s
1: Gy :=maz {Go,max{p; | z < Z,i € {1,...,n}}}

2: return

Nimm das Maximum von... | | Greedy0 Wertvollstem Objekt

MLy,
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Teilmengen enumerieren

Benutze die k besten Objekt
und fiille sie auf. Der Fehler

Enumeriere alle Teilmengen der
Grofde hochstens k € N.

ist durch hochstens 1

Objekt beschrankt!

Passt nicht mehr I

Das sind 0(n*) viele.
Fir fixes k ist das polynomiell!

—

Auffillen =

k besten Objekte —
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Greedy-k

Algorithmus 4.6 GREEDY}

Eingabe: z1,...,2n, Z,p1, ..., pn [Parameter k fixiert]
Ausgabe: S C {1,..,n} mit } . ¢z < Z und Wert G := >, g i
1: Gk :=0, S:=®
2: for all S C {1,...,n} mit |S| < k do
3 if (3 ,c52 < Z) then
4: Gr = max{Gg, ) ;c5Pi + GREEDYo({z]i ¢ S}, Z — > .oz, {pili € S} }
5 Update S;
6: return G, S

Satz 4.7:

: 1 L :
GREEDY ist (1 — m) -Approximationsalgorithmus.
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Komplexitat
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Laufzeiten zum Losen von Maximum Knapsack

Greedy O(nlogn)
Vorteil: Liefert schnell optimale Losungen
4‘ Nachteil: Optimale Losungen sind nicht immer da...

ﬁ Dyn. Programming O(nZ)

Vorteil: Liefert immer optimale Losungen
Nachteil: Langsam!

\' Branch-and-Bound 0(n2")

Vorteil: Liefert immer optimale Losungen
Nachteil: Langsam!

Greedy-k 0(n*+2)
‘a‘ Vorteil: Liefert immer gute Losungen

Nachteil: selten optimal!

LL,

&,
8 "é"{-‘ Technische
AE Universitit Arne Schmidt | AuD 2 | Seite 33

z
3.’4‘:‘-’ Braunschweig
B

£l
O
£
g
Lo
o9
k>
O,



Die Klassen P und NP

Definition 5.1
Ein algorithmisches Problem II gehort zur Klasse P, wenn es fiir I einen Algorithmus mit
polynomieller Laufzeit (in der Inputgrofde) gibt, der immer eine optimale Losung findet.

Definition 5.2
Ein Problem IT gehort zur Klasse NP, wenn fiir jede Instanz I von Il die Gultigkeit einer Losung
in polynomieller Zeit (in der Inputgrofie von I) nachgeprift werden kann.

Bemerkung

In der Regel werden die Klassen P und NP liber Entscheidungsprobleme definiert: “Gibt es eine
Losung?”

Bspw ist 0-1 Knapsack ein Entscheidungproblem.

Eine formalere Definition gibt es bspw. in Theoretische Informatik 2

L
o¥ x.?%
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3SAT auf Knapsack

1. Ziffer: Man muss Objekt 1 oder 2 wahlen,

aber nicht beide. n=12, z; =p;, Z = 111444
2. Ziffer: Man muss Objekt 3 oder 4 wihlen, z1=p1 = 100110
aber nicht beide. zo =pgy = 100001
3. Ziffer: Man muss Objekt 5 oder 6 wihlen, z3=p3 = 10101
aber nicht beide. zg=ps = 10010
25 =pP5 = 1001
26 = Pg — 1110
4. Ziffer: Man muss Objekt 1, 3 oder 6 wahlen. 2 =p; = 200
5. Ziffer: Man muss Objekt 1, 4 oder 6 wahlen. 28 =P8 = 100
29 = = 20

6. Ziffer: Man muss Objekt 2, 3 oder 5 wahlen. 9_ P9 _
Z10 =Plo = 10
_ = _ 211 = P11 = 2
9(9(1 VXx,V x3) AN (Xl VX,V X3) N (x1 Vx,V X3) 212 =Pl = 1
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NP-schwer und -Vollstandigkeit

Definition 5.13
1. Ein Problem II heif3st NP-schwer, wenn eine Polynomialzeitreduktion von jedem NP -

Problem auf II existiert.
2. Ein Problem II heif3t NP-vollstandig, wenn Il € NP und I1 NP-schwer ist.

Bemerkung:
Fiir den ersten Teil gentigt es, ein bereits bekanntes NP-schweres Problem auf I zu reduzieren!

Korollar 5.14

1. 3SAT ist NP-vollstandig

2. 0-1 Knapsack ist NP-vollstandig

3. Maximum Knapsack ist NP-schwer

Frage: Warum ist nicht klar, ob Maximum Knapsack in NP liegt?

.ﬂllQ¢
el

S5 % Technische
%z Universitit Arne Schmidt | AuD 2 | Seite 36
7! Braunschweig

£
3
o8| e
Y &
L/ .
Cnscn®



Vertex Cover

Problem Vertex Cover (Optimierungsvariante)

Gegeben:

e Ein Graph G = (V,E)

Gesucht:

 Knotenmenge S € V moglichst kleiner Kardinalitat,
sodassu € S oder v € S fiir jedes e = {u, v} € E gilt.

Fur die Entscheidungsvariante ist zusatzlich ein k € N
gegeben, und man fragt, ob es ein Vertex Cover der Grofde
hochstens k gibt.

Eine Losung konnen wir auch schnell tiberpriifen!
—> Vertex Cover ist in NP.
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Reduktion 3SAT auf Vertex Cover

Q = (x1Vx2Vf3)/\(x1Vf2Vf3)/\(9?1Vx2Vx3)/\(f1Vx2Vf3)

@ ist genau dann erfiillbar,
wenn G ein Vertex Cover der

k . - X ’ m Grofe 11 besitzt.
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Hashing
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Grofdes Universum, kleine Welt

% Sehr grofde Anzahl an moglichen Datensétzen.

\ﬁf Am Ende wird nur ein ganz kleiner Teil benotigt!
ﬁ/ % Was passiert mit diesen Datensitzen?
Aus AuD 1, dynamische Verwaltung der Daten:
ﬁ * Search(x), insert(x), delete(x)

 Datenstrukturen:
* Bindre Suchbaume

g% * Heaps
. (RN
2,
Sigtleat Technische
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Hashtabelle

Definition 7.1
Eine Hashtabelle der Grofde m besteht aus einem Array T mit Speicherzellen T[0], ..., T[m — 1].
Die Datensdtze werden in dieser Hashtabelle gespeichert.

Eine Hashfunktion h: U - {0, ..., m — 1} liefert flir jeden Schliissel x aus einer Menge U eine
Adresse in der Hashtabelle

Fur gut gewahltes m und h konnen Operationen (search, insert, delete) in erwarteter konstanter
Zeit durchgefiihrt werden.

Datenstrukturen aus AuD 1 bendétigen im Mittel O(logn) Zeit.

Definition 7.2
Der Quotient f = % einer Hashtabelle mit m Speicherzellen und n eingefiigten Datensatzen

heifst Belegungsfaktor.

L
o¥ x.?%
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Hashverfahren

Definition 7.3

Ein Hashverfahren ist gegeben durch:

* Eine Hashtabelle

* Eine Hashfunktion

* Strategie zur Auflésung moglicher Adresskollisionen.

Die Hashfunktion sollte dabei

* Surjektiv sein (ganzer Wertebereich wird abgedeckt)

« Schliissel méglichst gleichméfiig verteilen, d.h. fiir i,j € {0, ..., m — 1} ist |[h71(D)| = |A~1())]
» Effizient berechenbar sein

Wir nehmen vereinfacht an, dass U = {0, 1, ...,N — 1}.
Eine einfache Hashfunktion ist dann h(x) = x mod m.
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Geburtstagsparadoxon

Wie wahrscheinlich ist es, dass zwei Personen von n
zufallig gewahlten am gleichen Tag Geburtstag haben?

Wie viele Personen benotigt man fiir eine Chance von ~50%?

_ JANUARY =~ FEBRUARY =~ MARCH _ _ _APRIL __
1 2345867 123 4 123 4 1
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Kollisionsbehandlung
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Daten mit gleichem Hashwert werden Suche nach fester Regel
in einer verketteten Liste gespeichert. (Sondierungsregel) einen freien Platz
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Beispiel 7.8

Seim = 7und h(x) = x mod m.
Betrachte Schliisselmenge S = {2,5,12,15,19,43,53}. Einfligen in die Hashtabelle liefert
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Doppeltes Hashing

Nutze zwei Hashfunktionen h;(x), h,(x), welche additiv verkniipft werden.
Einer der beiden wird multiplikativ mit dem Versuchszahler 0 < i < m — 1 verkniipft.

Beispiel 7.16

Seim = 19,x = 47 und h(i,x) = hy(x) +i- h,(x) mod 19 mit h;(47) = 47 mod 19 = 9 und
h,(47) = 47 mod 17 + 1 = 14. Dann ist die Sondierungsfolge:
9,418,13,8,3,17,12,7,2,16,11,6, 1, 15,10,0, 14

Beobachtung 7.17

i - hy(x) durchliuft fiir 1 <i < m — 1 die Werte 1, ..., m — 1 in irgendeiner Reihenfolge.
Ergianzt wird 0 = 0 - h,(x).

Durch den Summanden h (x) wird der Start zufillig verschoben.

Doppeltes Hashing kommt dem idealen Hashing am nachsten.
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Universelles Hashing

Wahle zur Laufzeit eine Hashfunktion aus
einer Familie von Hashfunktionen mit
besonderen Eigenschaften.

Damit hat man fiir jede Schliisselmenge eine
zufallige Hashfunktion und im
Erwartungsfall eine gute Laufzeit.
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Das Ende!

Nachste Woche: Fragestunde!

Eure Fragen bitte bis Vorlesungszeit

Montag, 14.07., 12 Uhr endet
per Mail aschmidt@ibr.cs.tu-bs.de

Klausurenphase
beginnt
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