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= Recap: Branch-and-Bound fur Knapsack

= Euklidisches TSP
= Definition
= Schranken X
» Branch-and-Bound
» Linear Programming
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Branch & Bound: Schematisches Bild aus der Vorlesung

FUr Maximierungsproblem:
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Branch & Bound: Schematisches Bild aus der Vorlesung

FUr Maximierungsproblem:

® Untere Schranke: Bisher erreichter Zielfunktionswert im ganzen Baum

0
y\ I' Obere Schranke: Erreichbarer Zielfunktionswert im jeweiligen Teilbauml

X1 X1
Ny\ /\
X2 X X2
Pl e ey P S < 4
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Branch & Bound =
P A
. X4 X4 X4 X4 X4 X4 -1 N
Allgemein (an Baumknoten):
— Z biz; < Z
1. |Test auf Zulassigkeit —
2. |Schranken berechnen L=LB(,by,.. bs_q)
3. |Update globale Schranke U=UB(,by,...,be_1) MAXIMUM
KNAPSACK
4. |Priife auf Pruning P = max(P, L)
5. |Verzweigen falls nétig U < P = ignoriere Teilbaum
Herausforderungen 1. Betrachte Fall b; := 0
Finde gute Schranken, d.h. finde kleine 2. Betrachte Fall b; :=1
v
obere und groRe untere Schranken.
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Rolle der jeweiligen Schranken

Bei Maximierungsproblemen (bei Minimierung genau umgekehrt):

Untere Schranke: Global, entspricht bester bisher gefundener Losung

Obere Schranke: Lokal, beschrankt Wert bester moglicher Losung im aktuellen Teilbaum
Untere Schranke: Gibt uns am Ende die optimale Losung

Obere Schranke: Hilft, den Baum kleiner zu halten

Wofiir berechnen wir Schranken an Baumknoten?

i t Technische

Obere Schranke: Prufen, ob wir diesen Knoten weiter betrachten mussen
Untere Schranke: Erkennen von neuen, moglicherweise besseren Losungen

Innere Knoten des Suchbaums: Partielle Zuweisung der Variablen

Blatter: Vollstandige Zuweisungen der Variablen (also potentielle Lésungen)
Theoretisch reicht es, untere Schranken an Blattern auszuwerten

Das verzogert mdglicherweise das Finden besserer Losungen = groRerer Baum

&% Universitit Ramin Kosfeld und Chek-Manh Loi | Ubung #3 | B&B, ETSP | Seite 6

L .
K
ol Braunschweig



Branch & Bound — Beispiel

ﬂllﬂﬂllﬂ Z =33

6 13 16 7

y=36 Menge Wert

P =34
P>U " unzul.

Blatt unzul.
Wert: 33
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Branch & Bound — Beispiel

ﬂllﬂﬂllﬂ Z =33

6 13 16 7

v= 32 Menge Wert
1,231 33
P =34 P =34 {1,35} 34
P>U " unzul. unzul.

Blatt unzul.
Wert: 33
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Branch & Bound - Laufzeit

Satz 3.2. Algorithmus (als rekursiv arbeitende Unterroutine) berechnet eine Optimale
Liosung fiir das Knapsackproblem in einer Worst-Case-Laufzeit O(2" f(n)), wobei f(n)
die Zeit fiir die Berechnung der Schranken ist.

In unserem Fall: f(n) € 0(nlogn); mit geschickter Vorsortierung 0(n)
2™ ist hierbei der schlimmste Teil!

Achtung:

Jetzt ist euer

Bauchgefuhl gefragt!

2100- 100 mal verdoppeln und stapeln. Wie hoch ist der Papierstapel?
Dicke von Papier: ~0.1mm
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2100 Bjatter gestapelt

Distanz Sonne-Erde: 150 Mio. km

Distanz Sonne-Pluto: 6 Mrd. km
Distanz zu Alpha Centauri: 4,2 Lichtjahre

6.371 km Distanz zum Andromeda-Nebel: 2,5 Mio. Lichtjahre
384.400 km Distanz zum Virgohaufen: 60 Mio. Lichtjahre

Wie hoch ist nun der Stapel mit 21°° Blattern?
Die Antwort: Etwa 14 Mrd. Lichtjahre ~ 10%3km
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2100 Blatter gestapelt

0. Km

. km

Achtung: Das ist der Worst Casel! ichtjahre

Branch & Bound erreicht in der Praxis oft eine deutlich  (RRelERIE
gty bessere Laufzeit, da durch Pruning viel weniger Knoten [foSIR{esliElgI1z]
betrachtet werden mussen!
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Euclidean Traveling
Salesman Problem =S\ [ PR

Wabe-Schunter-Beberbach

Gegeben:
Punkte pq, ..., p,, € R?

Gesucht:
Pel’mutatlon T mlt =2 WESTLICHES

n
Ellpﬂ(i) — Pr(i+1) ”2 m

minimal. Dabei ist pr(n+1) = Pr(1)-
Finde also eine kuirzeste Rundreise,
die alle Punkte besucht.

Hauptfriedhof -
Fne(!ho!sgo\zmdco

LINDENBERGSIEDLUNG |

% Golf-Klub Braunschweig @

Kreuz BS Stid

GARTENSTADT
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Euclidean Traveling
Salesman Problem

Gegeben:

Punkte pq, ..., p,, € R?

xxxxx

Gesucht:
Permutation 7

n
D lIps
=1

minimal. Dabe

Finde also eing
die alle Punkte

BROTE-FORCE DYNAMIC '
SOL-UTTON: PROGRAMMING SELUNG ON ERAY:
0(n!) ALGORITHMS: o(1)
‘ O (nZZI\)
STILL WORKING
ON YOUR ROUTE?
\
~
SHUT THE
HEW UR

Wabe-Schunter-Beberbach

Hauptfriedhof -
Friedhofsgelénde Q

Golf-Klub Braunschweig @

bis Notfall-Triage Praxis,
Stadtisches Klinikum

https://imgs.xkcd.com/comics/travelling salesman problem.png

AGSHAUSEN

LINDENBERGSIEDLUNG |

‘¢ Technische
£ Universitit

¥ Braunschweig

Ramin Kosfeld und Chek-Manh Loi | Ubung #3 | B&B, ETSP | Seite 13




ETSP — Schranken

Kooz

o @ @ = NORDSTADT

Untere

Wabe-Schunter-Beberbach

Schranke

rein

1x Minimal

N T aufspannender
Baum n mal die
% S5 : e kiirzeste Kante
o Halfte der Summe
- St:(?rrgssfeer: " der zwei kleinsten
Bl Kanten Kanten pro
Knoten
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ETSP — Schranken

Obere Untere
Schranke Schranke
2x Minimal 1x Minimal
aufspannender Jede zulassige aufspannender
Baum Losung Baum n mal die
klrzeste Kante

\

Summe der n Halfte dgr Symme
Greedy 2-OPT kiirzesten der zwei kleinsten
Kanten Kanten pro
Knoten
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ETSP — Untere Schranken

| 1x Minimal |
Summe der n aufspannender N
kirzesten Kanten Q/ ? Baum =
7~ e |
(O (+ ki 3¢
WA (+ kiirzeste Kante) - %m
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ETSP — Obere Schranken

Starte bei p; und gehe iterativ

Greedy zum nachstgelegenen Punkt.

Nearest-Neighbor

In einer beliebigen Tour, tausche
2-OPT zwei existierende Kanten mit zwei
nicht-existierenden Kanten, um
eine bessere Tour zu erhalten.
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ETSP - Branch-and-Bound

Zunachst: Woruber verzweigen? Wo konnen wir Entscheidungen treffen?

Knoten

Entscheide fur jeden
Knoten, wann er
besucht wird.
Verschiedene Knoten
durfen nicht
gleichzeitig besucht
werden.

Kanten

Kante ist entweder
da, oder nicht.
Entscheidungen sind
unabhangig.

Einfach Schranken
zu finden.

(Teil-)Kreise/Pfade

Also alle
Permutationen
testen?

Vorganger von
Knoten raten?

Wie kann ich daruber
Schranken finden?

Technische
Universitat
Braunschweig
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ETSP — zulassige Teillosungen

Betrachte eine beliebige Reihenfolge der Kanten. Sei x; € {0,1} die Entscheidungsvariable
fur die i-te Kante.
Wann ist eine Auswahl von Kanten nicht zulassig?

1. Maximal n Kanten ausgewahlt, also
YiXxi<n
2. An jedem Punkt p durfen nur zwei Kanten liegen,
also
Yiesp) Xi < 2
3. Falls < n Kanten ausgewahlt sind, darf kein Kreis
existieren. (Erkennbar mit BFS/DFS aus AuD)
4. Falls = n Kanten ausgewahlt sind, muss exakt
ein Kreis existieren. (Wieder mit BFS/DFS)
5. Es durfen sich keine zwei Kanten schneiden.

Die grinen bzw. braunen
Kanten sind hochstens so
lang wie die schwarzen.
Grund: Dreiecksungleichung

d(a,b) +d(b,c) = d(a,c)
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ETSP — Lineares Ungleichungssystem

Etwas anderer Ansatz:

: Z E: Menge aller Knotenpaare
min ) c.x, _
= c.. Distanz des Knotenpaares e
s.t. Das ist ein
Xp = 2 firallep € P Integer Linear Program
e€d(p)
Xe = 2 firalle@ #S &P
e€d(S)

x, €{0,1} firallee €E

oV,
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Linear/Integer Programming

Man stellt ein (Un-)Gleichungssystem mit m Variablen in
der folgenden Form auf:

min cTx
st.Ax<b
x € R™M

Beispiel:
min 2x,; — 5x,
s.t. x; +2x, <22
2x1 + x5, =10
—x1+ x, =4
x1»x220 AT T T RT T T T T T T T T T T T T T T
\ 1
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Linear/Integer Programming

Man stellt ein (Un-)Gleichungssystem mit m Variablen in
der folgenden Form auf:

min ¢Tx

st.Ax<b X2
x € R™ TEEXX
o0 06000
Beispiel: cecees
min 2x; — 5x, cecees
st. x; +2x, <22 ceccee
2%, + x5 =10 ceceee
—x,+ x, =>4 S~ oo
X1,X, EN .~ e
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Linear/Integer Programming

Wie lost

LP man |Ps?

IP

min le — sz

s.t. xq +2xy, <22
2x1 + x, =210
—X1 + X =>4

xX1,%X, =0

min 2x; — 5x,

s.t. xq +2x, <22
2x1 + x, =210
—x1+ x, =4

X1,X; €EN

Effizient I0sbar Vermutlich nicht
effizient losbar
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Losen von IPs (Vereinfachte Darstellung)

Wandle in
LP um
Erhalte IP mit
neuen Lose LP
Bedingungen
Schranken!
Nl Branche uUber |dentifiziere
fraktionale <« fraktionale
Variablen Variablen
:?‘é ﬁ%‘: L‘::t:::ft:i Ramin Kosfeld und Chek-Manh Loi | Ubung #3 | B&B, ETSP | Seite 24
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Solver fur Linear/Integer Programming

& WolframAlpha

Microsoft Excel

GUROBI

OPTIMIZATION

A (]
9
F
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ETSP

",ﬁﬁg it doesnt know
( =, itssolving etsp
min Z CoX NG
= ey
S t : é//j q! < (\
h f my tP‘solvg"}:&
e€s(p) lnlmIZIng_/‘e—rL

formulas i defined

|
Z Xe = 2 firalle® =S ¢ P QQ}X\‘H‘\ ’—/L?

e€d(S)

Exponentiell viele...
Flge sie wahrend des
Losungsprozesses hinzul!

x, €{0,1} furallee €E
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Losung als LP
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Losung als LP
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Losung als LP
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Losung als IP
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Losung als IP

(o7 oeiz0) & Dad, Dad
(es) (o7 )=os) 20} 19) D
(22) (s2) o) o DD D
() () €) ) Dad D
(z2) (=) G0) ) DD @) 6
Eine Kreuzung? | @ f=) O () () D DD, DB OXD)
(7e) DID ) for) €10) @) &) )
Nein. Die Punkte | @) o @) f#2) @) Dad o) &) 6o
sind nur visuell Q) (=) e Dal DN DED
getrennt @ (138 Y266 Y65 54) £55 @ @ @ r@
@ 137 67 64 57 56 49 @ @
(20)
@ 136 68 63 58 48 @
(1)
@ 135 69 62 59
@ @ 134 70 61 60 78
(22) NG @
(22) (29)mG0)m(isymis2) (33 e
@ @ @ @ @ @ @ 18)m(17 16 )m071 72 73 74 75 76
30
T = 31 9 15 9 6=

36 33



Interaktives Tool zum TSP
https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html

Root LP gives optimal tour. Length = 24518.
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https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/app/diy.html

Interesse an mehr?

Mathematische Methoden der Algorithmikpraktikum: Solving
Algorithmik NP-hard Problems in Practice

Semester Winter 2022/2023 v Semester Summer 2023 v
Programmes Business Information Systems Master, Computer and Communication Systems

Programme Computer Science Bachelor
Engineering Master, Computer Science Master
IBR Group ALG (Prof. Fekete)
IBR Group ALG (Prof. Fekete)
Type Lecture & Exercise
Type Lecture & Exercise p—
Lecturers | . ) Leceurer Prof. Dr. Sandor P. Fekete
Dr. Phillip Keldenich g Abteilungsleiter
Wissenschaftlicher Mitarbeiter i DX s.fekete@tu-bs.de
DX keldenich@ibr.cs.tu-bs.de . +495313913111
<, +49 5313913112 @ [ Room 335
Room 318 . i
— —
Assistant
Dr. Ahmad Moradi

Dr. Dominik Krupke

Wissenschaftlicher Mitarbeiter
X} krupke@ibr.cs.tu-bs.de

. Wissenschaftlicher Mitarbeiter
B moradi@ibr.cs.tu-bs.de
. +49 5313913180

| Room 315

«, +49 5313913116
Room 332

Master-Veranstaltung

Bachelor/Master-Veranstaltung
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... und nachstes Mal ...

... l6sen wir Sudoku (vielleicht) Resolution
@ =(x1Vxa V) N VX VE3) A (% VIV x3) A (X VX Vxz) Axy

» Der Konflikt entstand durch die zwei Klauseln (x; V x; V x3) und (x; VX3 V x3)

« Zwei Félle: x, - x1 V x3, X; & x1 V x3; insgesamt also x; V x3!

* Alilgemein: Resolution

+ ZweiKlauseln (x; V€1V -V £p), (6 V ug V -+ V i) implizieren immer, dass auch
(i VOLV eV Ep) o (G Vuy Vo Vi) = (£1V VL,V g V-V ) gelten muss

* Dies nennt man (binére) Resolution.

* Weitere Beispiele:

Propagation: Beispiele bei Sudoku

Beispiele fiir Regeln (wir haben zu jeder Zelle eine Menge zulassiger Werte):

* Wenn eine Zeile, eine Spalte oder ein Block nur eine Zelle mit mdglichem Wert x hat,
kann man alle anderen Werte aus dieser Zelle entfernen.

125 |1.2.5 1,25 [1,2,5,9 12,5 (X1 VX2 Vixz) o (F1Vaz Vs) = (x2Vx3)
25 (12,59 8 8 ’ 9 (x1 VxzVas) e (X VI VX3) = (X2 VX3 VX VX3)
Wie kann uns das helfen? 5 N

25 2569 —> | 4 | 25| 6 — 4 |25 ] 6

HOLIDADS!

o
i

!

A 5
24
LA

Am 05.06.2024!
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