it dem Schicksal hadern
—

uf Gliick vertrauen

art arbeiten

—
rwartungen zuriickschrau
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Beispiel 5.5: Knapsack

<1 — P1 — 100110
<2 — P2 — 100001

Beispiel 5.5. 23 = p3 = 10101

Wir betrachten die folgende Knapsack-Instanz 24 =ps = 10010

mit n = 12, z; = p;, Z = 111444 und 2 =ps = 1001

den folgenden Objekten: o =pe = 1110

<7 — Pv — 200

28 = P]g = 100

Gibt es eine Menge S C {1,...12} mit } ;. g2i = > .cgpi = Z7 29 = Do = 20)

210 = P10 = 10

211 = P11 = 2

(% Technische “12 = P12 = 1
%?j g?:ﬂﬁiﬂfifeag Sandor Fekete | Komplexitit | AuD2 2024 — —
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Beispiel 5.5: Beobachtungen

aber nicht beide. z9 = p2 = (1P0001
<3 — P3 — 10101
<4 — Pg — 10010

25 = Pg = 1001
26 = Pg = 1110
27 = P7 = 200
28 = P]g = 100
29 = P9 = 20
210 = P10 = 10
211 = P11 = 2
212 = P12 = 1
55 Technische 1011444
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Beispiel 5.5: Beobachtungen
1. Ziffer: Man muss 1 oder 2 auswahlen, 1= P
aber nicht beide. Zo = P2
2. Ziffer: Man muss 3 oder 4 auswahlen, <3 = D3
aber nicht beide. 24 = P4

<5 = P5
<6 — D6
<7 = Pr
<8 — P8
<9 = P9
<10 — P10
<11 — P11
212 — P12
—

NILy

v &
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- NFf 7 . s u Sandor Fekete | Komplexitat | AuD2 2024
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Beispiel 5.5: Beobachtungen

1. Ziffer: Man muss 1 oder 2 auswahlen, z1 =p1 = 100110
aber nicht beide. zo = po = 1(40001

2. Ziffer: Man muss 3 oder 4 auswahlen, z3 =p3 = 10101
aber nicht beide. 24 =p4 = 10010

3. Ziffer: Man muss 5 oder 6 auswahlen, zs =ps = |10
aber nicht beide. 26 =pe = (1110
27 = P7 = 200
28 = P]g = 100
29 = P9 = 20
210 = P10 = 10
211 = P11 = 2
212 = P12 = 1
%}% éh,{:g Séndor Fekete | Komplexit | AuD2 2024 111/444
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Beispiel 5.5: Beobachtungen

1. Ziffer: Man muss 1 oder 2 auswahlen, z1=p1 = 10t110
aber nicht beide. zo = pg = 1000)1

2. Ziffer: Man muss 3 oder 4 auswahlen, z3 =p3 = 1(1)1
aber nicht beide. 24 =p4s = 10010

3. Ziffer: Man muss 5 oder 6 auswahlen, 25 =ps = 10)1
aber nicht beide. 26 =ps = 1110
4. Ziffer: Man muss 1, 3 oder 6 auswahlen, dann 27 = Ppr = 2)0
kann man mit 7 und 8 den Wert 4 erzeugen. 28 = Pg = 1)0
29 = P9 = 20
210 = P10 = 10
211 = P11 = 2
212 = P12 = 1
% Technische 1114 14
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Beispiel 5.5: Beobachtungen

1. Ziffer: Man muss 1 oder 2 auswahlen,
aber nicht beide.

2. Ziffer: Man muss 3 oder 4 auswahlen,
aber nicht beide.

3. Ziffer: Man muss 5 oder 6 auswahlen,
aber nicht beide.

4. Ziffer: Man muss 1, 3 oder 6 auswahlen, dann
kann man mit 7 und 8 den Wert 4 erzeugen.

5. Ziffer: Man muss 1, 4 oder 6 auswahlen, dann
kann man mit 9 und 10 den Wert 4 erzeugen.

<1 — P1 =

22 — P2 =

<3 = P3 =

Z4 — P4 —

<5 — P5 =

<6 — P6 =

<7 = Pr =

<8 — P8 =

<9 = P9 =
<10 — P10 —
211 = P11 = 2
212 = P12 = 1

Sandor Fekete | Komplexitat | AuD2 2024



Beispiel 5.5: Beobachtungen
1. Ziffer: Man muss 1 oder 2 auswahlen, 1= P1 =
aber nicht beide. Rg = P2 =
2. Ziffer: Man muss 3 oder 4 auswahlen, 23 = P3 =
aber nicht beide. R4 = P4 =

3. Ziffer: Man muss 5 oder 6 auswahlen, 25 = P5 =
aber nicht beide. 26 = Dg =
4. Ziffer: Man muss 1, 3 oder 6 auswahlen, dann %1 = Pr =
kann man mit 7 und 8 den Wert 4 erzeugen. g = P8 =
5. Ziffer: Man muss 1, 4 oder 6 auswahlen, dann <9 = P9 =
kann man mit 9 und 10 den Wert 4 erzeugen. 210 = P10 =
6. Ziffer: Man muss 2, 3 oder 5 auswéahlen, dann 211 = P11 =
kann man mit 11 und 12 den Wert 4 erzeugen.,] 12 = P12 =

NHLQQ
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Beispiel 5.5: Beobachtungen

1. Ziffer: Man muss 1 oder 2 auswahlen, z1 =p1 = 100110
aber nicht beide. zo = pg = 100001

2. Ziffer: Man muss 3 oder 4 auswahlen, z3 =p3 = 10101
aber nicht beide. 24 =p4 = 10010

3. Ziffer: Man muss 5 oder 6 auswahlen, zs =ps = 1001
aber nicht beide. 26 =pe = 1110
4. Ziffer: Man muss 1, 3 oder 6 auswahlen, dann 27 =Pr = 200
kann man mit 7 und 8 den Wert 4 erzeugen. 28 = Pg = 100

5. Ziffer: Man muss 1, 4 oder 6 auswahlen, dann 29 = P9 = 20
kann man mit 9 und 10 den Wert 4 erzeugen. 210 = P10 = 10
6. Ziffer: Man muss 2, 3 oder 5 auswéahlen, dann 211 = P11 2
kann man mit 11 und 12 den Wert 4 erzeugen.,] <12 = P12 = 1

PARR: Technische 111444
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Beispiel 5.5: Beobachtungen

1\ T 1. Ziffer: Man muss 1 oder 2 auswahlen, z1 = p1 = 100110
1V L1 . . ,
aber nicht beide. zo = po = 100001

N~ 2. Ziffer: Man muss 3 oder 4 auswahlen, z3 =p3 = 10101
2 V2 aber nicht beide. 24 =ps = 10010

Ta \ T 3. Ziffer: Man muss 5 oder 6 auswahlen, 25 =ps = 1001
3 V 43 _ | '

aber nicht beide. %6 = p = 1110

(21 V 22 V T3) 4. Ziffer: Man muss 1, 3 oder 6 auswahlen, dann 27 = Pr = 200

: ’ ) kann man mit 7 und 8 den Wert 4 erzeugen. 28 = Py = 100

S — 5. Ziffer: Man muss 1, 4 oder 6 auswahlen, dann 29 = P9 = 20
(331 V o V 563) _
kann man mit 9 und 10 den Wert 4 erzeugen. 210 = P10 = 10
__ 6. Ziffer: Man muss 2, 3 oder 5 auswéhlen, dann 211 = P11 = 2
(71 V 22 V x3) .
L 2 3 kann man mit 11 und 12 den Wert 4 erzeugen. <12 = P12 = 1

PARR: Technische 111444
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Beispiel 5.5: Aquivalenz

__ - - <1 = P1 =
<3 = P3 =
_ — — — <4 — P4 —
(21 V22 VT3) A1 VT2 VIZ)|A|TT V2 V) | <= Y
5 — Vb —
Konkret: Jede Lésung der logischen Formel entspricht %6 — P6 —
einer Losung der Instanz SUBSET SuM — und umgekenhrt. <7 = P71 =
: . . . ) . “8 = P8 —
Allgemein: Fur jede logische Formel dieser Art lasst sich 2o = po —
schnell eine aquivalente Instanz von SUBSET SUM konstruieren.
210 = P10 = 10
Also: Wenn wir einen ,perfekten” Algorithmus fur SUBSET 211 = P11 = %
SUM haben, dann konnen wir auch schnell entscheiden, ob 219 = Plo = 1
eine logische Formel losbar ist. —
39'«“'?0“:- echnische 111444
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5.4 3SAT
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Das Logikproblem 3SAT

Definition 5.6. (3-Satisfiability (3SAT))

Gegeben: Eine Boolesche Formel, zusammengesetzt aus:

e n Boolesche Variablen z1, ..., z,,, aus denen wir Literale £; der Form x; oder
1 bilden konnen.

e m Klauseln, jede zusammengesetzt aus genau drei Literalen C; = (£;1V {2V
lj3) mit 1 <j <m.

Gesucht: Eine alle m Klauseln erfiillende (engl: satisfying) Wahrheitsbelegung der n
Variablen.

(T1 V22 VI3) A (21 VT2 VT3) A (T1 V 22 V T3)

_QIILQ
v %
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Wie schwer sind 3SAT und KNAPSACK?
21 L KNAPSACK 10
29 = po = 100001
23 = P3 10101

A

(T1 V22 VIZ)A (21 VT2V T3) A (T1 V 22 V T3)

4’;
7.

A — [J/

:p5

p6

Satz 5.9. Wenn 0-1-KNAPSACK € P 1ist, dann ist auch 3SAT € P.
100

20

Satz 5.12 (Satz von Cook 1971). Wenn 3SAT € P, dann gilt P = NP.

210 = P10 = 10
Korollar 5.11. Wenn Knapsack € P, dann gilt P = NP. 211 = P11 = 9
212 = P12 =
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5.5 Konsequenzen
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Algorithmen  und Investmentbanker

Ziele: Ein ,perfekter” Algorithmus liefert Ziele: Ein ,perfekter® Finanzberater ist ein

3. eine optimale Losung. 3. Investmentbanker.

1L
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NP-Vollstandigkeit Finanzkrise

QO QO

3. optimal 3. Investmentbanker

2. intelligent
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GCOOD & CHEAP wonNT BE FAST 9
GCOOD & TAST woNn'TBE CHEAP

peecll TAST & CHEAPswoON'T BE GOOD




Die Komplexitatslandschatft

NP-schwer

NP-schwer

NP-vollstandig

= NP-vollstandig

P=NP

Komplexitat

Sandor Fekete | Komplexitat | AuD2 2024
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Das Bild fur Knapsack

) [ O
3. optimal _
3. optimal
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Umgang mit schwierigen Situationen

Personlichkeitsprofile:

Ziel: Algorithmus fur NE-sciiweres Problem
(A) Mit dem Schicksal hadern und diskutieren
(B) Auf Gluck vertrauen

3. eine optimale Losung. (D) Erwartungen zuriickschrauben

(A) Komplexitatsanalyse: Spezialfall nicht NP-schwer?
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Umgang mit schwierigen Situationen

Personlichkeitsprofile:

(A) Mit dem Schicksal hadern und diskutieren

(B) Auf Gluck vertrauen

3. eine optimale Losung. (D) Erwartungen zuriickschrauben

(A) Komplexitatsanalyse: Spezialfall nicht NP-schwer?

(B) Heuristiken: raten und hoffen

Ziel: Algorithmus fur NP-schweres Problem

1. Iimmer
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Umgang mit schwierigen Situationen

Personlichkeitsprofile:

Ziel: Algorithmus fur NP-schweres Problem

(A) Mit dem Schicksal hadern und diskutieren

(B) Auf Gluck vertrauen

2. schnell (C) Hart arbeiten
3. eine optimale Losung. (D) Erwartungen zuriickschrauben

|

A) Komplexitatsanalyse: Spezialfall nicht NP-schwer?

Exakte Algorithmen:

(B) Heuristiken: raten und hoffen

Branch-and-Bound

(C) Exakte Algorithmen

,«lLQ
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Umgang mit schwierigen Situationen

Personlichkeitsprofile:

Ziel: Algorithmus fur NP-schweres Problem

(A) Mit dem Schicksal hadern und diskutieren

(B) Auf Gluck vertrauen

3. eine optimale Losung. (D) Erwartungen zuriickschrauben

A) Komplexitatsanalyse: Spezialfall nicht NP-schwer?

B) Heuristiken: raten und hoffen

(C) Exakte Algorithmen

Approximationsalgorithmen:
Greedy_k

—

D) Approximationsalgorithmen: ,,gut” statt ,,optimal*“
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Umgang mit schwierigen Situationen

Personlichkeitsprofile:

Ziel: Algorithmus fur NP-schweres Problem

(A) Mit dem Schicksal hadern und diskutieren

(B) Auf Gluck vertrauen

3. eine optimale Losung. (D) Erwartungen zuriickschrauben

A) Komplexitatsanalyse: Spezialfall nicht NP-schwer?

Exakte Algorithmen:
Dynamic Programming

B) Heuristiken: raten und hoffen

(C) Exakte Algorithmen

Approximationsalgorithmen:

—

D) Approximationsalgorithmen: ,,gut” statt ,,optimal*“
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v, %

.2.5 2  Technische
- | by [ - S Sandor Fekete | Komplexitat | AuD2 2024
S %3 Universitit | P |

s Braunschweig

o v
]
7

"

14



5.6 Ausblick

1L
o® ¥,

Universitat

Technische
%a Sandor Fekete | Komplexitat | AuD2 2024
O

44| ¥ %5 Braunschweig
szcY‘

15



Vertex Cover

Gegeben:Ein Graph G=(V,E)

Gesucht: Ein kleinstmogliches Vertex Cover S 1n G:
eine moglichst kleine Menge von Knoten,
die alle Kanten uberdecken
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Entscheidungskomponenten

o—0 o—0
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Entscheidungskomponenten
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Entscheidungskomponenten
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Entscheidungskomponenten
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Entscheidungskomponenten
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Entscheidungskomponenten

ail\/$_1 ZCQ\/37_2
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Entscheidungskomponenten
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Entscheidungskomponenten
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Entscheidungskomponenten

ail\/$_1 ZCQ\/37_2 $3\/£E_3
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Entscheidungskomponenten

ail\/$_1 ZCQ\/37_2 $3\/£E_3
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Entscheidungskomponenten

ail\/$_1 ZCQ\/QT_Q $3\/37_3
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Entscheidungskomponenten
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Entscheidungskomponenten
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Entscheidungskomponenten

5131\/93_1 ZCQ\/QT_Q $3\/27_3
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Entscheidungskomponenten
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Entscheidungskomponenten
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Entscheidungskomponenten
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Entscheidungskomponenten

ail\/$_1 ZCQ\/QT_Q $3\/37_3

w ‘ : .

Technische

. - Sandor Fekete | Komplexitat | AuD2 2024
Universitat | P |

Braunschweig

17



Entscheidungskomponenten
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Entscheidungskomponenten
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Entscheidungskomponenten
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Entscheidungskomponenten
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Entscheidungskomponenten
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Entscheidungskomponenten

5131\/93_1 ZCQ\/QT_Q $3\/27_3

w ‘ : .

Technische

. - Sandor Fekete | Komplexitat | AuD2 2024
Universitat | P |

Braunschweig

17



Entscheidungskomponenten
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Entscheidungskomponenten
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Entscheidungskomponenten
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Entscheidungskomponenten
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Entscheidungskomponenten

ail\/$_1 ZCQ\/QT_Q $3\/£E_3
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Entscheidungskomponenten

ail\/$_1 ZCQ\/QT_Q $3\/£E_3

2m Knoten

P o ‘ . ~ >
- [ /O A . 2 . - A ’.
\ [ /S g oy q 2 .
Por . o ¥ e ¥
2 5 7o, X I . 9 3 SR
< o Q o o ". ._'
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Goe & . g . (= . 2 2 g . R '
< a y o : . ! 4 X y
B R L3 ». <25 S .
e , D o, ‘ Q .l‘ Noa = q .(' ‘\‘ K Q . o N~
p iz 4 p () a3 v p 7). 6 YO - P (-1 o 90 2L Y v
By M e .02 ().1: + g0 iz AN LT s (
L. vt G LA™ _ OHBR T i LA™

(21 V 23 V T3) (x1 VT3 V7I3) (T1 V 22 V 23) (T1 V 22 V T3)
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Reduktion von 3SAT auf VERTEX COVER

/ A r3$AT‘

(1 Vaxa VI3) AN (@1 VZ2VZT3) A (Tr Ve Vas) A\ (T1V e VT3)

L

Satz 6.4. Vertexr Cover ist NP-schwer.
4
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Vielen Dank!
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