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4.1 Motivation
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Optimierungsprobleme
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Ziel: Finde eine bestmogliche Losung unter exponentiell vielen moglichen!
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Optimierungsprobleme

. Traveling Salesman
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Ziel: Finde eine bestmogliche Losung unter exponentiell vielen moglichen!
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Laufzeit?
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Ziel: Vielleicht nicht die bestmogliche Losung, sondern eine gute, aber dafur schneller...?!
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4.2 Greedy und Approximation

Technische

. - Sandor Fekete | Approximation | AuD2 2024
Universitat | App |

Braunschweig




Beispiel 4.1: Knapsack@

Algorithmus 4.2 GREEDY

Eingabe: 21,...,2,,2,p1,...,Pn
Ausgabe: S C {1,...,n} und Gy
mit

ZziSZ

und
Go := Zp,- = Maximal
1€S
1: Sortiere {1,....,n} nach * aufsteigend;
Dies ergibt die Permutation (1), ..., 7(n).
Setze 7 = 1.

2: while (j < n) do
3: if ( Z;ll Zr(i)Tr(i) T Zr(j) S Z) then
4: CCW(J) =1
o N 5: )=+
=2 P1 — 2 P2 = 6: return
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Beispiel 4.1: Knapsack@

Algorithmus 4.2 GREEDY

Eingabe: z1,...,2,,2,p1,..., Pn

dy: 2
Greedy Ausgabe: S C {1,...,n} und Gy
mit
Zzi < Z
1€S
und

Go = Zp,- = Mazximal
1€S
1: Sortiere {1,....,n} nach * aufsteigend;
Dies ergibt die Permutation (1), ..., 7(n).
Setze 7 = 1.

2: while (j < n) do
3: if ( Z;ll Zr(i)Tr(i) T Zr(j) S Z) then
4: CCW(J) =1
Z: 21:1 ZQZN E. j3=j+1
=2 P1 — 2 P2 = N 6: return
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Beispiel 4.1: Knapsack&

)

Algorithmus 4.2 GREEDY

, Eingabe: 21,...,2,,2,p1,...,Pn
Greed . 2 AR Rad (Sl IS
J Ausgabe: S C {1,...,n} und Gy

: mit
s

1€S

und
Go := sz- = Maximal
€S
1: Sortiere {1,...,n} nach ;'72 aufsteigend;
Dies ergibt die Permutation (1), ..., 7(n).
Setze 7 = 1.

2: while (j < n) do
3: if ( Z;ll Zr(i)Tr(i) T Zr(j) S Z) then
4: Tr(5) = 1
/= Zi=.1 5. =41
=2 P1 — 2 6: return
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Beispiel 4.1: Knapsack&

)

Algorithmus 4.2 GREEDY

, Eingabe: 21,...,2,,2,p1,...,Pn
Greedy: 2 P Ty S
: C
S () Ausriibe S C{1,...,n} und Gy

-OPT: N
E 2i < 4
€S

und

Go := sz- = Maximal
€S
1: Sortiere {1,...,n} nach ;'72 aufsteigend;
Dies ergibt die Permutation (1), ..., 7(n).
Setze 7 = 1.

2: while (j < n) do
3: if ( Z;ll Zr(i)Tr(i) T Zr(j) S Z) then
4: Tr(5) = 1
/= Zi=.1 5. =41
=2 P1 — 2 6: return

MNILy
v, %

$ .
e 7 Tec.hms?h.e Sandor Fekete | Approximation | AuD2 2024
¥ » Universitat

s Braunschweig

O v
+5
P

7, v’




Verbesserung?!

Algorithmus 4.2 GREEDY

Eingabe: 21,...,2,,2,p1,...,Pn
Ausgabe: S C {1,...,n} und Gy
mit

p*: N

Zzz‘SZ

1€S

und
Go := sz- = Maximal
1€S

1: Sortiere {1,....,n} nach * aufsteigend;
Dies ergibt die Permutation (1), ..., 7(n).
Setze 7 = 1.
while (j <n) do

if ( ‘3;11 Zr(i)Tr() T Zn(j) S Z) then

ZTn(j) = 1
ji=3+1
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Verbesserung?!

Algorithmus 4.3 GREEDY('

, Eingabe: 21,...,2,,2,p1,...,Pn
Greed 2 AR Rad (Sl IS
Ausgabe: S C {1,...,n} und Gy

p*: N

mit

ZZiSZ

1€S

und
Go := sz- = Maximal
1€S
1: Sortiere {1,....,n} nach * aufsteigend;
Dies ergibt die Permutation (1), ..., 7(n).
Setze 7 = 1.

2: while (j <n) do
3: if ( Z;ll Zr(i)Tr() T Zn(j) S Z) then
4: Tr(j) =
Z: D:
:2 - 6
7:

o .'0(
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Wie gut ist das allgemein?

’

Algorithmus 4.3 Greedy-Approximation
Eingabe: zi,...,2,,2Z,p1,...,Pn

Aue: S CA1,... i % nd Wert G, == ) .o s

2:

Satz 4.4. Algorithmus 4.3 berechnet eine Losung mit Gg;
im Vergleich mit dem Optimalwert OPT gilt: G}, Z?OPT.

HEDINE
@D < Tactionsl KD < (@) + i < Go)+(7) QD)
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4.3 Approximationsalgorithmen




Approximation
@

Definition 4.5 (Approximationsalgorithmus).

1. Fiir einMaximierungsproblem MAXJist ein Algorithmus ALG ein

c-Approximationsalgorithmus fiir MAX, wenn fiir jede Instanz I von MAX

a) ALG in polynomieller Zeit in der Grofie von I eine zuldssige Losung mit Wert

ALG liefert

b) fiir den Vergleich mit dem zugehorigen Optimalwert opT(I) gilt
(dabei ist]c < 1}

2. Entsprechend fiir wiederum:

a) ALG liefert in polynomieller Zeit in der Grofle von I eine zuléssige Losung mit
Wert ALG(])

b) es gilt fiir den Vergleich mit dem zugehorigen Optimalwert oPT(/ ):
(dabei ist
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4.4 Bessere Approximation
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ldeen:

« Verwende die k wertvollsten Objekte aus einer Optimalldsung.
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ldeen:
« Verwende die k wertvollsten Objekte aus einer Optimalldsung.
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ldeen:
« Verwende die k wertvollsten Objekte aus einer Optimalldsung.

» Wende Greedy auf den Rest an.
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ldeen:
« Verwende die k wertvollsten Objekte aus einer Optimalldsung.

» Wende Greedy auf den Rest an.
» Der Fehler ist durch ein Objekt beschrankt.

1L
0" v, ¥ .
,s”%i % Technische
S 3c|¥S?* Universitit
O .
¢ Braunschweig

Sandor Fekete | Approximation | AuD2 2024

12



ldeen:
« Verwende die k wertvollsten Objekte aus einer Optimalldsung.

» Wende Greedy auf den Rest an.
» Der Fehler ist durch ein Objekt beschrankt.

Wie findet man die k wertvollsten Objekte?

- Enumeriere alle Teilmengen der GréBe k! — O n" Teillmengen

1L

0" v, ¥ .

,9”%& % Technische

S 3¢|"S% Universitit
#s Braunschweig

Sandor Fekete | Approximation | AuD2 2024

12



Bessere Approximation von Knapsack

Algorithmus 4.6 GREEDY

Eingabe: 21, ..., 2,, Z,p1, ..., pn |Parameter k fixiert]
Ausgabe: S C {1 ,nymit ) . o2 < Z und Wert G, := ) ;g Di

t Gii=maz{Gufy s pilHGrEEDY ({2i ¢ S} {pili ¢ S}
5: Update S;

6: return Gi, S
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GUtegaranéie

'

Satz 4.7. GREEDY} ist ein (1 k}rl)-Approa:z'matz’onsalgorithmus.

Definition 4.5 (Approximationsalgorithmus).
1. Fiir ein Maximierungsproblem MAX ist ein Algorithmus ALG ein
c-Approximationsalgorithmus fiir MAX, wenn fiir jede Instanz I von MAX

Nicht 2", sondern n? Q a) ALG in polynomieller Zeit in der GroBe von I eine zuldssige Losung mit Wert
ALG liefert

b) fiir den Vergleich mit dem zugehorigen Optimalwert opT(I) gilt: ALG(I) >
c-OPT(I) (dabei ist ¢ < 1)

S

k+2) - also polynomiell.

(a) Die Laufzeit ist nicht mehr als O(n
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Gutegarantie
&

Satz 4.7. GREEDY} ist ein (1 k}rl)-Approa:z'matz’onsalgorz’thmus.
~
b) fiir den Vergleich mit dem zugehorigen Optimalwert opT([) gilt: ALG(I) >
c-oPT(I) (dabei ist ¢ < 1)

Betrachte OPT mit S* C {1,...,n}.
S* <k =

v
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Gutegarantie
&

Satz 4.7. GREEDY} ist ein (1 k}rl)-Approa:z'matz’onsalgorz’thmus.

-

b) fiir den Vergleich mit dem zugehﬁrigen Optimalwert opT(I) gilt: ALG(]) >
c-OoPT(I) (dabei ist ¢ < 1)

Betrachte OPT mit S* C {1,...,n}.

S*| < k = JOPT wird gefunden.
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Gutegarantie
&

)

Satz 4.7. GREEDY}, ist ein (1 k_lH)-Approa:z'matz’onsalgorz’thmus.

Ukt (1+1) 4&
b) fiir den Vergleich mit dem zugehorigen Optimalwert opT(I) gilt: ALG(]) >
c-OoPT(I) (dabei ist ¢ < 1)

Betrachte OPT mit S* C {1,...,n}.
S*| >k =

C): Pig s a4: S E.
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Zusatzbemerkungen

Man kann zeigen:

e Fiir GREEDY}, ist der Faktor (1 k}rl) bestmoglich.

e Wenn man Gy in Zeile 4 von Algorithmus 4.6 durch Gj, ersetzt, bekommt man

einen Approximationsalgorithmus mit Giitegarantie (1 k}r2)
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Approximationschemata

Man sieht: Fiir jedes feste € > 0 gibt es einen polynomiellen Algorithmus fiir Knapsack,
der eine (1 — €)-Approximation liefert. Das motiviert:

Definition 4.8 (PTAS). Ein polynomielles Approximationsschema (Engl.: Polyno-
mialtime approximation schemMspmblem ist ei-
ne Familie von Algorithmen, die fiir jedes beliebige, aber feste ¢ > 0 einen
Approximationsalgorithmus (bzw. liefert.

Korollar 4.9. {GREEDYy | k € N} st ein PTAS fiir Knapsack.
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4.4 Ausblicke
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Approximationsfaktoren

0-1 Knapsack Traveling Salesman Min

3 5 6 Beispiel fiir CH-Heuristik
1 Nummer 2 16 4
20 Minuten 32 40 8 3
; 10 5 2 4
3 Punkte 10 x —_—
13 '
. 32 1| [12 % ‘)
—1 [0 5 28 | 20 | [10 )5
9 3 9 24 My
9
32 3 14 4
2 5 20 15
] [
10 Example Subproblem (TSP)
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Vielen Dank!
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