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Autos, Quader, Rechtecke




Reisezeit!

Wieviel schluckt

der Kofferraum? Beim

Beladen des Reise- i
~ gepicks erleben Autofahrer

oftiiherraschungen




Wieviel passt in eine Vorlesung?
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Wieviel passt

TEST KOFFERRAUM-VERGLEICH

fAN GEGEN SUv

louran fasst mehrals Q7

Wenn das keine Uberraschung ist:
Audis Riesen-SUV st nur auRen grog.
Der sehr viel kiirzere und kompak-
tere VW Touran packt mehr ein. it
561 Liter gemessenem Volumen
{ibertriffter sogar den Q7. Allerdings.
liegt auch der Touran erheblich un-
ter seiner Werksangabe von 695 Li-
tern. Wird seine Riickbank vorge-
schoben, schiuckt er sogar 716 Liter
- wieder mehr als der Q7 (650 Liter
‘mitvorgeriicktenSitzen). Ein echter
Raumriese, der Touran. Ganzanders
der Audi Q7: Bei der Innenraum-
ausnutzungenttauscht der XXL-SUV.
Das Werknennt ein Volumenvon 775
Litern hinter den Riicksitzen. Klingt
gewaltig. Tatsdchlich sind es aber
nur541 Liter. Macht minus 234 Liter.
Das entspricht fast dem Stauvolu-
men des Peugeot 207, mit dem hier:
iibertrieben wird. Durch seine ver-
schiebbare Riickbank erbffnet der
Q7 mehrere Beladungsmagfichkei-
ten. Wenn das Hedkrollo entferntist,
nahert sich der Q7 seiner Prospekt-
angabeund er erreichtimmerhin 732
Liter. Bei dachhoher Beladung sind
esbiszu 1070 Liter.

Werksangabe: 695 Liter ' §

josehen Testsieger aus: qudmlsm praktisch, gut. Als une-
neister erfillit der Touran vorzilgliche Menste. ob gmBes

degy

| AuBenriesig, innen
vergleichsweise
mickrig - der Audi-
Suv verspricht viel
mehr, als er halten
kann. Das normale
Kofferraumvolu-

ZWEIMAL VARIANT

Golf fast so groB wie Passat!

Werksangabe: 505 Liter

Gemessen: 500 Liter

Werksangabe: 603 Liter

Der Passat-Laderaum
présentiert sich edel,
glattflichig und deshalb
gut nutzbar. Doch die

Das iippige Gepackabteil

des Golf ist gut geriis-

tet filr Transporta n
aller Art. Die TiiV-Mes- .

sung hestitigt den Werks-

W Das VW-interne Duell hat viel
Brisanz. Greift doch der 5625 Euro
ginstigere Golf Kombi (als 105-PS-
Diesel) seinen groReren Variant-Bru-
der ungeniert an. Aber was heiBt
hier groRerer Bruder? VW gibt zwar
ein Ladevolumen van 603 Litern’
fiir den Passatan und wahrt damit
einen Sicherheitsabstand von fast
100 Litern zum Golf, doch die TUV-
Messung enthillit: Tatsachlich pa-
cken beide Variant nahezu gleich viel
ein. Der Golf erreicht bis auf fiinf
Liter seine Werksangabe, der Passat
liegt 95 Liter darunter. Der Kaniba-
lisierungseffekt wird noch deutlicher
bei Beladung ohne Gepackraum-
rollo. Dannist der Golf sogar um vier

in einen Kofferraum?

(CABRIO GEGEN SCHRAGHECK

TwinTop verladt Corsa | |::

mDie! Preisllstedesﬁg‘awh‘rup
prahitmit440L

auf die Ablage nmter ﬂm snzen
entfallen.

geschlossenem Dach. Stark dber-
trieben: Tatsachlich passen nur
372 Liter rein. Opel hat sich nach
eigener Aussage auf Computer-
daten verlassen und das AUTO
BILD-Ergebnis bestatigt. Bei ech-

Tigradamit Markenbruder Cnrsa
deutlich. Satte 134 Liter bleibt das
Schragheckmodell hinter dem
Cabrio zuriick und verfehit seine

M Dass der Lifestylelaster von

] C-Klasse schiuckt mehr
) | als 3er-Touring

sogar nur 351 Liter. Daskann eing
4 : -

BMW kein ist, war
werwartmbud!dassemumu

spiel: Mercedes C-Klasse. Zwa

(f:mhrver
460,

= 1d: h

u viel, aber mit 564 utem lieg
der dey

noch 19 Liter auf die Staufécher
im Heck fallen. Ohne die sind es

BMW. 79 davon entfallen alles
dings auf die Reseveradmulde.

464 viter

47 Liter. Wird
die Hutablage entfernt und der
« Rilck-

381

18

jter auf

Die starken Einziige am
Corsa-Heck schranken
die Kofferraum-Nutz-
barkelt ein. Seine Werks-
angabe verfehit er kiar

Liter menr
steigtauf 256 Liter.

460 Liter

"LIMO GEGEN KOMBI Il

Erstaunlich, was in

das kleine Cabrio passt.
Bei gedffnetem Dach
schrumpft der Kofferraum
natilirlich extrem

M Auch beim Vergleich Mondeo
gogen A6 Avant hat das Stufen-
heck mehr Platz. Mit satten 523
Liter Stauvolumen gehdrt der
groBe Ford zu den Platzkdnigen
im Vergleich. Er kann sich sogar
ein Notrad erlauben, dasin ei-

523 urer—

Mondeo groRer als A6

nige Liter kostet. Dennzur Werl
angabe fehlen 27 Liter. Der AU
Kombi Iadt nur 470 Liter ein -
Liter weniger als versprochen.
wenn er ohne Jalousie (517 Lit/
oder dachhoch (698 Liter) be
denwird, ister konkurrenzfah

5 Liter

Liter besser. 83 Liter Volumen, die
inder TOV- llasung enthaltensind, |
alleinavfdie |

wert bis auf fiinf Liter §

ist stark iibertrieben

Reserveradmulde. |

e is?

(E o0
DIE KOFFERRAUM-KONIGE W

VW Touran

561 viter

Sieger ist der
Touran. Keiner

| steckt mehr weg.
Bei dachhoher
Beladung sogar

2 928 Liter

Audi Q7
541 viter

0Obwohi der
méchtige Audi-
SuV seine Werks-
§ angabe extrem
verfehit, gehdrt
erzu den GroR-
ten im Testfeld

Ford
Mondeo

2 523 viter

Das klassische Stufenheck Konz!pt hlem sehr

L war begrenzt durch Hutablage

W20 Autos, drei TUV-Experten und 3000 VDA-
Quader - der Kofferraum-Vergleich dauerte
eine ganze Woche. Allein das Beladen des
Audi Q7 brauchte rund sechs Stunden. Akribisch
stapelten die Spezlalisten die Styroporkidtz-
chenin jedes Auto. Basierend auf DIN70020-1
und IS0 3832, wurde nach TUV-Spezifikation
getestetnambefmﬁmslmdiesimwnm-
sitzbank - wo maglich - in hinterster Position,
dieLehne war fii eine entspannte Reiseposi-
tion justiert, und die Hohe des ge-

‘messenen Kofferraumvolumens

oder die Gepéckraumabdeckung.

Konzentration: Die \
Quader (200 mal 100 m
Millimeter) milssen g

gestapelt und ausgezahlt we

F




Kofferpacken fur die Reise

Gegeben: Eine Menge von n Objekten, jedes mit einer Grole ll.
Gesamtgrolie ist 2 [ =2K

| Gesucht: Eine Packung in zwei Container der Grol3e K

| Karp (1972): Das Finden einer optimalen Partition ist NP-vollstandig. |




acken und Presse(n)

BRAUNSCHWEIGER
ZEITUNG

WOLFENBUTTELER ZEITUNG UND ANZEIGER

Samstag, 28. Januar 2006 unabhingig - nicht parteigebunden

Wenn Mathematiker Autos beladen

TU-Professor Sandor Fekete tuftelt an ganz handfesten Alltagsproblemen, kombiniert und optimiert

Nr.24 - 61. Jahrgang - 1,20 €

\‘w\‘ In unserem
ten Kreuzungen
n groRe Probleme miissen Ma- gen Weg 3
matiker weltweit 16s eweil muss
Million Dollar Preis,
s ieb Bei manchen hrt nacl
nan selbst die nfeld vor
nach ein sa Wenn so €
kann man se
mathe
Optimierung 1 der TU
weig. | at auch
ac v nes \‘L‘*(J
ten Probleme zu losen. S
widmet er sich mit Kolleger
Studenten den handf
alltdglich
atik hat e
etwas mit

1 Hierund Jetzt - Spannend wird

. tun 1t Rou o . rmi
nolanung zum das Losen von Opti- Schy
Beispiel, mit dem  mierungsproblemen Ganze abe
Packen eines Kof dadurch, dass man menrere
ferraume yder so N leme
Rase oft nicht alle
das sind Informationen zur

Verfligung hat.“

mogli
mbinatio
Rundreis

Kne

,Man braucht
imus, der unab Kompliziert
vom Einzelfall eine systema gl Bahnfahrp

Professor Sandor Fekete zeigt auf einfache Weise die Probleme, die sich beim
Packen und Beladen eines Kofferraumes ergeben kénnen Fotos (2): Steiner
Losung anbi nicht alle wichtigen Informationen sich mit modernen Computersyste
Routenplz 2t zusitz zur Verfligung hat”, sagt er. So ist men und groRen Kommunikations

S gorithmus liefert  den — Ar . , zum Beispiel ungewiss, ob ei : netzen beschif gen, ¢ hu auch mit
en Kkiirzesten eg vor Besatzung, Strecken nzal sisfieltt Adan nirlasriala Dassaniara +n X SRR i) SR RalST A




Kofferraumdesign

20 Autos, drei TUV-Experten und 3000 VDA- [ |
Quader - der Kofferraum-Vergleich dauerte -
gine ganze Woche. Allein das Beladen des
Audi Q7 brauchte rund sechs Stunden. Akribisch
stapelten die Spezialisten die Styroporkidtz-
chenin jedes Auto. Basierend auf DIN 70020-1
und IS0 3832, wurde nach TUV-Spezifikation
D I N _M eSS getestet.nambefandmslmdnemzederkmk
sitzbank - wo maglich - in hinterster Position, S ) ;
die Lehne war fiir eine entspannte Reiseposi- 557 oofiaimenl | |
Q u a d e r H tion justiert, und die HGhe des ge- n0 =5 Konzentration: Die NS S e n

messenen Kofferraumvolumens | N 100 s Quader (200 mal 100m

war begrenzt durch Hutablage | Q‘- < i Millimeter) miissen g
L oder die Gepackraumabdeckung. " ' gestapelt und ausgezahit we

Schwierig: ¥ o= - --<en ist
praktisch noch schwerer als eindimensionales!







Kofferraumdesign




Kofferraumdesign
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Next: Numerical List of All

The Open Problems Project

edited by Erik D. Demaine

Joseph S. B. Mitchell

Joseph O'Rourke

Introduction

This is the beginning of a projectl to record open problems of interest to researchers in computational geometry and related fields. It commenced with the publication of thirty
problems in Computational Geometry Column 42 [MOO1] (see Problems 1-30), but has grown much beyond that. We encourage correspondence to improve the entries;
please send email to topp@csail.mit.edu. If you would like to submit a new problem, please fill out this template.

Each problem is assigned a unique number for citation purposes. Problem numbers also indicate the order in which the problems were entered. Each problem is classified as
belonging to one or more categories.

The problems are also available as a single Postscript or PDF file.

To begin navigating through the open problems, you may select from a category of interest below, or view a list of all problems sorted numerically.




Kofferraumdesign

Next | Up| Previous

Next: Problem 56: Packing Unit Up: The Open Problems Project Previous: Problem 54: Traveling Salesman

Problem 55: Pallet Loading

Statement
What is the complexity of the pallet loading problem? Given two pairs of numbers, (A, B) and (a, b), and a number n, decide whether n small rectangles of size axb, in
either axis-parallel orientation, can be packed into a large rectangle of size AXB.

This problem is not even known to be in NP, because of the compact input description, and the possibly complicated structure of a packing, if there is one.

Origin
Uncertain, pending investigation.
Status/Conjectures
Open.
Motivation
Natural packing problem; first-rate example of the relevance of coding input and output.
Partial and Related Results
Tarnowsky [Tar92] showed that the problem can be solved in time polynomial in the size of the input if we are restricted to ~guillotine" patterns, i.e., arrangements of
items that can be obtained by a recursive sequence of edge-to-edge cuts. This result uses some nontrivial algebraic methods.
Related Open Problems
What is the complexity of packing a maximal number of unit squares in a simple polygon? (Problem 54)
Appearances
Dowa87] claims the problem to be NP-hard; [Exe88] claims the problem to be in NP; but both claims are erroneous. The precise nature of the difficulty is stated in
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Mathematische Methoden




Ein einfaches Beispiel

9 Warfel der Kantenlange 0.4

Frage: Passen die Wurfel in einen wurfel-
formigen Container der Kantenlange 1?

I , 3
‘ ”Geht|Volumen :9%0.4° = O.576|(—‘?“




Losen schwerer Packungsprobleme

Ist der Container grofl} genug?
e

< >

@ JA
b

durch
Baumsuche

schnelle
Heuristiken

New classes of fast lower bounds for bin packing problems

SP Fekete... - Mathematical programming, 2001 - Springer

L XieT xi + ¥ xieS\T Yk + 1)xid < (k + 1) ¥ xicS xi. Page 6. 16 Sandor P. Fekete, Jorg Schepers
By definition of u (k) , the terms (k + 1) 3 xeT u (k)(x) and k ¥ xeS\T u (k)(x) are in- teger, so

by virtue of  xicS xi £ 1, we have the inequality (k + 1) 3 xeT u (k)(x) +

A general framework for bounds for higher-dimensional orthogonal packing problems
SP Fekete... - Mathematical Methods of Operations Research, 2004 - Springer

... Sa“ndor P. Fekete1, Jo@rg Schepersy,2 1 Department of Mathematical Optimization,

Braunschweig University of Technology, D-38106 Braunschweig, Germany (email:

s.fekete@tu-bs.de) 2 IBM Germany Gustav-Heinemann-Ufer, 120/122 D-50968, Ko@In, Germany ( ...

A combinatorial characterization of higher-dimensional orthogonal packing

SP Fekete... - Mathematics of Operations Research, 2004 - JSTOR

.. Saindor P. Fekete J0"rg Schepers Department of Mathematical Optimization, Braunschweig
University of Technology, D-38106 Braunschweig, Germany, s.fekete@tu-bs.de IBM Germany,
Gustav-Heinemann-Ufer 120/122, D-50968 Kiln, Germany, schepers@de.ibm.com ...

An exact algorithm for higher-dimensional orthogonal packing

SP Fekete, J Schepers... - Arxiv preprint cs/0604045, 2006 - arxiv.org

Page 1. arXiv:cs/0604045v1 [cs.DS] 11 Apr 2006 An Exact Algorithm for Higher-Dimensional
Orthogonal Packing « Sandor P. Fekete Department of Mathematical Optimization Braunschweig
University of Technology D-38106 Braunschweig GERMANY s.fekete@tu-bs.de ...

Zitiert durch: 68 -

Schnelle Heuristiken:
Bekannt

Gute Schranken:

Fekete&Schepers 2001
(Bin Packing, also 1D)

Fekete&Schepers 2004
(Hohere Dimensionen)

Schnelle Baumsuche:
Fekete&Schepers 2004.

Praktische Umsetzung:

Fekete, Schepers, van der
Veen 2006




Gute und schnelle Schran

Y
il
‘Idee: Betrachte dualzuléssige Funktionen:

(O
(2) Zf

Satz (Fe%

1/2

0 13 on 1 X
u@0:4)=05[[ |

Ist / ein
eine unte

| 0 4 o4 34 LX 0 15 25 35 45 LK

Volumen: 9% (u'?(0.4))" = 9%(0.5) = 1.125H

Konsequenz II: Framework fur mehrdimensionale Schranken
perecnenbar und napen emne Gulegarante von a.




Ergebnisse

Séndor P. Fekete, Jérg Schepers

Table 7. Performance for instances without large or small items
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Ergebnisse

Table 3. Zero gap (out of 1000 instances) for lower bounds for the BPP

4 3 4)
Bound | L P A A Ay

n
37| 2% 918 | 028 | 940
B33 854 B64
T06 47 764
579 613 632
037 045 Q40
B43 869 B8l
T06 826 939
854 872 R78
952 | 939 | 963
050 | 055 | 957
971 071 a71
080 | os0 | os0
882 002
837 B6R
720 755
646 666
793 B&T
541 731

13 104

U ]




Baumsuche: Packmusterklassen

G, und G, sind
Intervallgraphen

Unabhéngige Mengen
von Knoten in G, und

G, sind i-zulassig
|
“1G, und G, haben keine

Kanten gemellnsam ® G

Satz (Fekete & Schepers): Eine Menge von Boxen lasst genau
dann eine Packung zu, wenn es eine Packmusterklasse gibt.




Graphen statt Quader

Packmusterklassen (3)
Beweisskizze:

Wegen P1 sind die Komplementdrgraphen transitiv orientierbar:

.Q;o.(ol*o

® V.EF)®

Diese Orientierung reprasentiert die Partialordnung der Objekte

m der entsprechenden Koordinatenrichtung.




Graphen statt Quader
Packmusterklassen (4)

(Forts. Beweis)

o

(V.§ V.EF)®

Induktiv in aufsteigender Koordinatenordnung ldBt sich dann eine
Packung aufbauen:

Wegen P3 gibt es keine Uberlappungen.

Wegen P2 ragen keine Objekte aus dem Container.
(Man beweist in der Induktion, daB es zu jedem Zeitpunkt der
Konstruktion fiir jede Koordinate eine unabhingige Menge
gibt, die die gesamte Ausdehnung der Packung in der Koordinate
aufspannt.)

Ol
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Ergebnisse

Prcblem

CMd

beasley 10
beasley 11
beasley 12
hadchrd
hadche7
hadcheS
hadchr 11
hadchr 12
wang20
chrwhi62
3

s

Al

Als

A2

Al2s
CHL2
CHL2s
CHL3
CHL3s
CHLA
CHILAs
CHLS
cgeutl
cgeut
cgoutd
goutl
gout2
gout3
goutd
gouts
goutt
gout?
gouts
goutd
geutlo
gcutll
goutl2
goutl3
okpl
okp2
okp3
okpd
okp5

10.82
20.25
5.98
2.87

11.78

1,535.95
46557




Packen in der Elektrotechnik

SPECIAL REPOR1 |
GENE THERAPY: |

! A

Leistungsfahige Methode fur
mehrdimensionales orthogonales Packen

,’/,”r ,',,' "'J,"r . ,,-7

N ',//:/ J"..r’,-
Optimal FPGA module placement with temporal precedence constraints
S Fekete, E Kohler... - Design, Automation and Test in ..., 2002 - ieeexplore.ieee.org
Optimal FPGA Module Placement with Temporal Precedence Constraints ... Siindor P.

Fekete* Ekkehard Kohler+ Jiirgen Teich4 ... We consider the optimal placement of hardware
mod- ules in space and time for FPGA architectures ,with re- conjiguration capabilities, ...

DFG- PrOJekt “ReCoNodes“ 2003-2009,
mit Jurgen Teich (Software-Hardware-CoDesign,
Erlangen)
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Ergebnisse
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Falter unter sich

|

—— - y .
| Erik Demaine | /Ml Robert Lang




Origami

ROBERT J. LANG |

art 4

compositions
insects & arthropods
birds

mammals

plants & flowers

sea life & mollusks
human figures
reptiles & amphibians
dinosaurs & mythical
objects

geometrics & tessellations
currency

bronzes

crease patterns
commercial

exhibitions
lectures
monumental

challenge

science ¢
artist ¢

publications ¢

inf0{4/ 

e P




Origami

tec
rev

Publishe

BL( Circle Packing for Origami Design Is Hard

HOME Erik D. Demaine® Sandor P. Fekete Robert J. Lang?

1 Introduction

Over ¢k 2) vears, the world of origami has been the intro-

iuction of ] i oht

ancestry Irom, ¢

origami design was the cin
loped independently by I

its i provi

logically resem

1 origami design prob-

196G that the

stacking order of the layers
crease assignment in the ger
the various design algorithms
ed with each crease,
1ent 15 Lty pic 1”‘\ on
- oa £ desig
f its variants
nvolves solvi b

blem where one solves
fthe creass

I'here were 1 that the ¢

computationally intra The conditions on th




Schritt 1 - Baumkonstruktion

- Jede Kante
reprasentiert eine

Hypothetical Base Stick Figure (tree) Kl d p p e

 Jeder Knoten ist eine
Klappenspitze oder
eine Verbindung von

Klappen.

* Endklappen
entsprechen
Blattkanten im Baum.




Schritt 2 — Von Baumen zu Flussen

I Endklappen werden zu
Kreisen

I Verzweigungskanten
werden zu Flussen

» Radius/Breite eines
Kreises/Flusses ist die
Lange einer Klappe.




Schritt 3 — Kreispackung in Quadrat

» Packe Mittelpunkte in el
Quadrat, dann
vergroldere die Objekte
(oder schrumpfe das
Quadrat).

 Kreismittelpunkte
mussen innerhalb des
Quadrates bleiben
(Mittelpunkte sind
Klappenspitzen).

Sandor Fekete — Optimierungsmethoden fir héherdimensionale Packprobleme — 18.11.2010



Schritt 4 — Dualgraph bilden

* Resultierende
Polygone sind
alle konvex.

» Keine “losen”
Kreise erlaubt

* Verbindungen
sind axiale
Faltungen




Schritt 5 — Quadrat mit Faltungen fillen

* Axial (grun)

« Kante (rot)

- Zwickel (grau)

« Scharnier (blau)




Schritt 6 — Faltungen zuordnen

Ein exakter Algorithmus
existiert

* Implementiert in
TreeMaker

« Schneller; Einfache
Regeln anwenden und
die Ausnahmen
behandeln

* Axial = fast immer Berg
- Kante = immer Tal
« Zwickel = immer Berg

« Scharnier = Berg, Tal,
flach, abhangig von
Klappenrichtung




Sterne und Kreispackungen

* Die Pfadbedinungen
fur einen Stern sind
aquivalent zum
Problem, die
Mittelpunkte einer
Menge von Kreisen
in ein Quadrat zu
packen.

* Der Kreisradius
entspricht jeweils der
Kantenlange.




Komplexitat: 3-Partition

Gegeben: . .
3k Zahlen — <[22} —
4 <G 2

Gesucht:

Eine Partition in gleichgrole
Tripel — d.h., eine
Packung in k
Einheitscontainer.

Bekannt:
3-Partition ist NP-schwer.




Komplexitat: Beweis von NP-Schwere

Gegeben:

3k Zahlen — <[k %

1
4

Transformiere in:

eine Kreispackungsinstanz die
gelost werden kann, gdw
die 3-Partitioninstanz I6sbar
ist.

Konsequenz 1:

Falls es einen polynomiellen
Algorithmus far
Kreispacken gibt, dann ist
P=NP.

Konsequenz 2:

Falls es einen effizienten
Algorithmus fur Origami-
Design gibt, ist P=NP




Untere Schranke fiir Quadrate

Satz:

Jede Menge von
Quadraten mit
Gesamtflache
hochstens 0.5 lasst sich
In ein Einheitsquadrat
packen.

Beweisidee:

(1) Sortiere die Quadrate
nach absteigender
Grolde.

(2) Verwende Shelf
Packing.

(3) Betrachte erste
unzulassige Packung.




Untere Schranke fiir Quadrate

Bilanziere gepackte
Flache:

x+y+z>1

F>z(1-y)

>(1-x-y)(1-y)+y(1-x)+x’




Untere Schranke fur Kreise

Korollar:

Jede Menge von Kreisen
mit Gesamtflache
hochstens

T 0.392699...

Iéss%sich In ein
Einheitsquadrat packen.




Obere Schranke

Kritische Konfiguration
fur Kreise, Dichte:

27

6+4\/§

=(.53901...
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Master’s Thesis

Split Packing:
An Algorithm for
Packing Circles with

up to Critical Density

Sebastian Morr

2016-06-02

Institute of Operating Systems and Computer Networks

Supervisors:
Prof. Dr. Sdndor Fekete
Dr. Christian Scheffer

Sandor Fekete — Algorithmen flr komplexe Probleme — 07.07.2010
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Abstract We analyze the problem of packing squares in an caline fashion: Given a
semi-infinite strip of width 1 and an unknown sequence of squares of side length in
10, 1] that arrive from above, one at a time. The objective is 0 pack these ilems as
they amrive, minimizing the resulting height. Just like in the classical game of Tetris,
each syuare must be moved along 2 collision-free path (o its final destination. In
addition, we sccount for gravity in both motion (squares must never move up) and
position (any final destination must be supported from below). A similar problem has
been considersd before; the best previous result is by Azar and Epstzin, who gave 2
4-competitive algorithm in a setting without gravity (i, with the possibility of let-
ting squares “hang in the 2ir™) based on ideas of shelf packing: Squares are assigned
10 different horizontal levels, allowing an analysis that is reminiscent of some bin-
packing arguments. We apply a prometric analysis 1o establish 2 competitive factor
af 3.5 for the bottom-left hewristic and present a 5 = 2.6154-competitive algorithm.

Keywords Online packing - Strip packing - Squares - Gravity - Tetris

1 Imtroduction
1.1 Packing Problems

Packing problems arise in many different situations, either concrete (where actual
physical objects have to be packed), or abstract (where the space is virtual, e.g.. in
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Abstract. In 1967, Moon and Moser proved a tight bound on the critical
density of squares in squares: any set of squares with a total area of at
most 1/2 can be packed into a unit square, which is tight. The proof
requires full knowledge of the set, as the algorithmic solution consists
in sorting the objects by decreasing size, and packing them greedily into
shelves. Since then, the online version of the problem has remained open;
the best upper bound is still 1/2, while the currently best lower bound
is 1/3, due to Han et al. (2008). In this paper, we present a new lower
bound of 11/32, based on a dynamic shelf allocation scheme, which may
be interesting in itself.

We also give results for the closely related problem in which the size of
the square container is not fixed, but must be dynamically increased in
order to accommodate online sequences of objects. For this variant, we
establish an upper bound of 3/7 for the critical density, and a lower bound
of 1/8. When aiming for accommodating an online sequence of squares,
this corresponds to a 2.82...-competitive method for minimizing the
required container size, and a lower bound of 1.33... for the achievable
factor.
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