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Hausaufgabe 1 (Branch-and-Bound): (84+2+3+3+4 Punkte)
In dieser Aufgabe betrachten wir den Branch-and-Bound-Algorithmus fiir MAXIMUM
KNAPSACK aus der Vorlesung. Wir benutzen GREEDY (siche Blatt 1) als untere Schran-
ke (P) und den (abgerundeten Wert des) Greedy-Algorithmus fiir FRACTIONAL KNAPSACK
als obere Schranke (U). Im Folgenden nennen wir ein Item i fiziert, wenn der dazugehorigen
Variable b; durch Branch & Bound bereits ein Wert zugewiesen wurde.

a) Wende den Branch-and-Bound-Algorithmus auf folgende Instanz fiir MAXIMUM
KNAPSACK an. (Hinweis: Die Reihenfolge der Elemente soll im Branch-and-Bound Baum
erhalten bleiben.)

i1 2 3 4
z |10 22 8 16 und Z = 32.
pi |11 21 8 17

Beachte folgende Punkte:

e Benutze den Enumerationsbaum aus Abbildung 1. !

e Beschrifte die Kanten mit der Auswahl, die getroffen wurde und die Knoten
mit den aktuell besten Schranken (obere (U) und untere (P)).

e Ist eine Auswahl unzuléssig, beschrifte den jeweiligen Knoten mit unzuldssig.
e Sollten Kanten nicht benutzt werden, streiche sie durch.
e Halte in einer Tabelle fest, welche Objekte eine neue, beste Losung liefern.

b) Zeige: Fiir jedes n > 1 gibt es eine Instanz mit n Objekten, bei der der Branch-and-
Bound-Algorithmus keine rekursiven Aufrufe startet.

!Unter https://aud2.ibr.cs.tu-bs.de gibt es den Baum zusitzlich als .pdf und .ipe, falls ihr
lieber darin eure Eintragungen machen wollt.

Seite 1 / 3


https://aud2.ibr.cs.tu-bs.de

c)

Der Algorithmus aus der Vorlesung trifft Entscheidungen auf den einzelnen Variablen
stets in der Reihenfolge, in der sie in der Instanz auftauchen. Insbesondere kommen
auf jedem Pfad von der Wurzel des Entscheidungsbaums zu dessen Blattern die
Variablen immer in der gleichen Reihenfolge vor.

Der Branch & Bound-Algorithmus bleibt korrekt, wenn man an jedem Suchbaum-
knoten nach irgendeinem Verfahren individuell eine noch nicht fixierte Variable b;
auswahlt und hierfiir als nichstes die Moglichkeiten b; = 0 und b; = 1 ausprobiert.

Zeige oder widerlege: Das Verfahren, nach dem wir die néchste fixierte Variable
wahlen, hat keinen Einfluss auf die Anzahl Knoten des Suchbaums, die wir besuchen.
Gib also entweder eine Beispielinstanz an, bei der sich durch eine Anderung des
Verfahrens zur Auswahl der néchsten fixierten Variablen die Anzahl besuchter
Knoten des Suchbaums éndert, oder begriinde, warum es eine solche Instanz nicht
geben kann.

Nach Fixierung einer Variable b; untersucht der Algorithmus aus der Vorlesung stets
den Teilbaum mit b; = 0 zuerst. Der Branch & Bound-Algorithmus bleibt korrekt,
wenn man sich an jedem Suchbaumknoten individuell nach irgendeinem Verfahren
entscheidet, ob zunédcht der Fall b; = 0 oder der Fall b; = 1 untersucht werden soll.

Zeige oder widerlege: Das Verfahren, nach dem wir den zuerst untersuchten Fall
wahlen, hat keinen Einfluss auf die Anzahl Knoten des Suchbaums, die wir besuchen.
Gib also entweder eine Beispielinstanz an, bei der sich durch eine Anderung des
Verfahrens zur Auswahl des zuerst untersuchten Falls die Anzahl besuchter Knoten
des Suchbaums &dndert, oder begriinde, warum es eine solche Instanz nicht gibt.

Eine verbreitete Erweiterung von Branch & Bound fiihrt die sogenannte Propagation
ein. Dabei wird vor jedem Baumknoten die aktuelle Teilbelegung der Variablen ana-
lysiert, um basierend auf bestimmten Regeln indirekte Konsequenzen der bisherigen
Teilbelegung zu finden und die Teilbelegung zu erweitern.

Fiir MAXIMUM KNAPSACK mit nicht-negativen Werten und nicht-negativen Ge-
wichten kann man beispielsweise die folgenden Regeln benutzen:

e Falls ein Item unter der aktuellen Teilbelegung nicht mehr genommen wer-
den kann, weil es nicht mehr in die verbleibende Kapazitiat passt, setze die
dazugehorige Variable auf 0. Fiir die Instanz aus Aufgabenteil a) wiirde
zum Beispiel die Teilbelegung b, = 1 automatisch um by = 0 ergénzt, weil
2o+ 24 = 38 > 32 = Z gilt.

e Falls alle nicht fixierten Items gleichzeitig in den Rucksack passen, setze b; = 1
fiir all diese Items.

Diese Regeln werden auf der Teilbelegung jedes Suchbaumknoten so lange angewen-
det, bis sich keine Regel mehr anwenden lésst. Fiithre Branch & Bound mit diesen
Erweiterungen auf der Instanz aus Aufgabenteil a) in einem neuen, selbst aufgezeich-
neten Baum aus. Verzweige dabei analog zum Algorithmus aus der Vorlesung stets
auf der nicht-fixierten Variablen b; mit niedrigstem Index und betrachte stets den
Fall b; = 0 zuerst. Notiere dabei die durch Propagation entstandenen Zuweisungen in
der Form by =1 — by = 0,b3 = 0 an den Kanten. (Hinweis: Knoten ohne nicht-fixierte
Variablen sind Blétter!)
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Abbildung 1: Ein Entscheidungsbaum.
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