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Netzwerke

Definition 4.1

Sei D = (V, A) ein Digraph und u: A —» R* die Kapazitit der Kanten.

(1) Ein Fluss ist eine Funktion f: A - R* mit f(e) < u(e) fiir alle e € A.
(2) An einem Knoten v € V gilt Flusserhaltung, wenn folgendes gilt.

fe= > f@
eeEt(v) eeE~—(v)
Dabei ist E* (v) (bzw E~(v)) die Menge an Kanten, die von v heraus fiihren (bzw. nach v
hinein fithren).
(3) Eine Zirkulation ist ein Fluss, fiir den an jedem Knoten Flusserhaltung gilt.
(4) Firein Netzwerk N = (D, u, s, t) ist ein Fluss ein st-Fluss, wenn Flusserhaltung an allen
Knoten aufder an s und t gilt.
(5) Fir ein st-Flussist s die Quelle (engl. source) und t die Senke (engl. sink).
(6) Der Wert eines st-Flusses f ist definiert als

Wert(f) = z f(e) — Z f(e)
e€E*(s) e€E~(s)
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Maximum Flow

Problem 4.2: Maximaler Fluss (Maximum Flow)
Gegeben:

Netzwerk N = (D, u, s, t)
Gesucht:
Ein st-Fluss f mit Wert(f) maximal.

Beschreibbar als lineares Optimierungsproblem: Algorithmen:
Max F Simplex
S.t. : ;
£, - Z f=F Ellipsoidmethode
- - Innere Punkteverfahren
eEET(s) eeE~—(s)

fo= ) fo=0 wwev\isy
ecEt(v) e€eE~(v)

0<f, <u(e), Ve € A

g,
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4.1 Eigenschaften von Fliissen
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Gerichtete Schnitte

Definition 4.3

Sei D = (V,A) ein Digraph und X € V. Dann ist der gerichtete Schnitt
« EtTX)={(u,v) €EA|u€eX,véeX}

c EEX)={(vyu)ed|ueX,veX}

Wir nennen E*(X) einen st-Schnitt fiir zwei Knoten s,t € V,wenns € Xund t ¢ X.

Lemma 4.4

SeiD = (V,A) ein Digraph, X & V mits € X und t € X. Dann gilt in einem Netzwerk
N = (D,u,s, t) fir jeden st-Fluss f:

a) Wert(f) = ZeEE+(X)f(e) - Zeeg—(x)f(e)

b) Wert(f) < ZeEE+(X)u(e)
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Gerichtete Schnitte

Lemma 4.4 Beweis:
Sei D = (V,A) ein Digraph, X € V mits € X Zu a)
und t € X. Dann gilt in einem Netzwerk Wegen Flusserhaltung ist fiir alle v € V' \ {s, t}:
N = (D, u,s, t) fir jeden st-Fluss f: Z
_ =0
a) Wert(f) = Yocp+r) f(€) = Yeer-x) f(€) o )f (e) eEE_(v)f (e)
e v
b) Wert(f) < ZeEE"'(X)u(e) Also ist:
Wert(f)= Y fle)= ) fle)+0
ecE*(s) e€E~(s)
-> ( > f@- ) f(e)>
vEX \e€E*(v) e€EE~(v)
= ) f@- ) f@©
= eEET(X) e€E—(X)
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Gerichtete Schnitte

Lemma 4.4

Sei D = (V,A) ein Digraph, X € V mits € X
und t € X. Dann gilt in einem Netzwerk

N = (D, u,s, t) fir jeden st-Fluss f:

a) Wert(f) = ZeeE+(X)f(e) - ZeeE—(X)f(e)
b) Wert(f) < ZeEE+(X)u(e)

WLy
¥,
XY

Beweis:
Zu b)
Nach a) gilt:
were()= ) f©— ) f(e)
e€EET(X) e€E~(X)
Also ist:

wert(H)< ) f(e)

e€EET(X)

< z u(e)
ecEt(X)
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Algorithmus - Grundidee

Finde Pfade, tiber die der aktuelle Fluss verbessert werden kann.
Wie kann ein solcher Pfad gefunden werden?

Problem:
Flusswert tiber Kanten miissen ggf. verringert werden, d.h. wir laufen riickwarts tiber Kanten.

Losung:

Hilfsgraph D fiir Fluss f, der angibt, um wie viel ein Fluss fiir eine Kante erhoht bzw. reduziert
werden kann.
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Residualgraph

Definition 4.5
Sei D = (V, A) ein Digraphund N = (D, u, s, t) ein Netzwerk.

1.
2.
3.

7.
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D:=(V,A) mitA = AU {(v,u) | (u,v) € A} der doppelt gerichtete Graph von D.
Kanten aus A heif3en Vorwirtskanten, Kanten aus {(v, u) | (u, v) € A} heifRen Riickwirtskanten
Fiir einen st-Fluss f sind die Residualkapazititen
(o) = {u(e) — f(e), fiir Vorwartskanten aus A’
f f(e), fiir Riickwéartskanten aus A’
Damit ist der Residualgraph Dy = (V,{e € A’ | us(e) > 0}).
Der Wert uf(e) gibt an, um wie viel der Fluss tliber die Kante e maximal erhoht werden kann (bzw.
reduziert werden kann, wenn e eine Riickwartskante ist).
Um einen Fluss f entlang eines Pfades (oder Kreises) P um y zu augmentieren, muss man
* den Fluss fiir jede Vorwartskante um y erhohen.
* den Fluss fiir jede Riickwartskante um y reduzieren.
Ein f-augmentierender Pfad in N mit Fluss f ist ein st-Pfad in Dy.




Beispiel

Netzwerk Residualgraph
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Ein Optimalitatskriterium

Lemma 4.6
Sei N = (D, u,s, t) ein Netzwerk. Ein st-Fluss f ist genau dann maximal, wenn es
keinen st-Pfad in Dy gibt.

[
.

g Fiir alle Kanten ist
Annahme: es gibt einen st-Pfad P in Dy. us(e) >0

= Augmentiere f liber P.
= f war nicht maximal.
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Ein Optimalitatskriterium

Lemma 4.6
Sei N = (D, u,s, t) ein Netzwerk. Ein st-Fluss f ist genau dann maximal, wenn es
keinen st-Pfad in Dy gibt.

S<e=1 ' Nach Lemma 4.4 a:

R = {v €V ]|vvonsin Dy erreichbar} Wert(f) = Z fle) = z u(e)
Dat & R ist E+(R) = @in Df. e€ET(R) e€ET(R)
Also gilt: Nach Lemma 4.4 b:

1. Firallee € EY(R)inD: f(e) = u(e)

2. Firallee€ E"(R)inD:f(e) =0 Wert(f) < z u(e)

e€ET(R)
Also ist f maximal.
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Ein Optimalitiatskriterium

Lemma 4.6
Sei N = (D, u,s, t) ein Netzwerk. Ein st-Fluss f ist genau dann maximal, wenn es
keinen st-Pfad in Dy gibt.

Mit dem Beweis von Lemma 4.6 folgt direkt:

Satz 4.7 (Min-Cut = Max-Flow)
Sei N = (D, u, s, t) ein Netzwerk. Der Wert eines maximalen st-Fluss f entspricht dem
Kapazitatswert eines minimalen Schnittes.

Das motiviert folgenden Algorithmus.
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4.2 Berechnung von maximalen Fliissen
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Algorithmus von Ford-Fulkerson

Algorithmus 4.8
Eingabe:

Netzwerk N = (D, u, s, t)
Ausgabe:

st-Fluss f mit maximalem Wert

1. Function FORDFULKERSON(N)

2 f(e)==0,ve€e A

3 Bestimme Residualgraph Dy und Residualkapazitaten u.
4. Bestimme st-Pfad P in Dy; falls keiner existiert return f.
5
6
7

Berechne y := min (uf (e)).

Augmentiere f entlang P.
Gehe zu Zeile 3.
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Beispiel
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Nichste Woche - Zum Uberlegen!

[st der Algorithmus
korrekt?

Wie lange braucht
der Algorithmus im
Worst-Case?

Was passiert bei...

* Ganzzahligen Kapazitaten?
« Rationalen Kapazitaten?

e Irrationalen Kapazitaten?
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