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Wiederholung
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Wiederholung

Lemma 2.10
Kruskal‘s Algorithmus lässt sich so implementieren, 
dass sich eine Laufzeit von 𝑂 𝑚 log 𝑛 ergibt.

Lemma 2.10
Kruskal‘s Algorithmus lässt sich so implementieren, 
dass sich eine Laufzeit von 𝑂 𝑚 log 𝑛 ergibt.

𝑒

𝑓𝑣 𝑤
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2.2.2 Algorithmus von Prim
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Schnitte
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Schnitte
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Schnitte

Definition 2.13
Für einen Graphen 𝐺 = (𝑉, 𝐸) und eine Menge 𝑋 ⊆ 𝑉 ist der Schnitt 𝐸 𝑋, 𝑉 ∖ 𝑋 definiert durch

𝐸 𝑋, 𝑉 ∖ 𝑋 ≔ 𝑒 = 𝑢, 𝑣 | 𝑢 ∈ 𝑋, 𝑣 ∉ 𝑋 .

Definition 2.13
Für einen Graphen 𝐺 = (𝑉, 𝐸) und eine Menge 𝑋 ⊆ 𝑉 ist der Schnitt 𝐸 𝑋, 𝑉 ∖ 𝑋 definiert durch

𝐸 𝑋, 𝑉 ∖ 𝑋 ≔ 𝑒 = 𝑢, 𝑣 | 𝑢 ∈ 𝑋, 𝑣 ∉ 𝑋 .

Satz 2.15
Für einen Graph 𝐺 = (𝑉, 𝐸) und einen aufspannenden Baum 𝑇 in 𝐺 sind folgende Aussagen 
äquivalent:
(a) 𝑇 ist MST 
(b) Für alle Mengen ∅ ≠ 𝑋⊊V ist die kleinste Kante aus 𝐸 𝑋, 𝑉 ∖ 𝑋 in 𝑇 enthalten.

Satz 2.15
Für einen Graph 𝐺 = (𝑉, 𝐸) und einen aufspannenden Baum 𝑇 in 𝐺 sind folgende Aussagen 
äquivalent:
(a) 𝑇 ist MST 
(b) Für alle Mengen ∅ ≠ 𝑋⊊V ist die kleinste Kante aus 𝐸 𝑋, 𝑉 ∖ 𝑋 in 𝑇 enthalten.

⇒ Algorithmus von Prim

Lemma 2.14
Ein Graph 𝐺 = (𝑉, 𝐸) ist zshgd. ⇔ Für alle Mengen ∅ ≠ 𝑋⊊V ist 𝐸 𝑋, 𝑉 ∖ 𝑋 ≠ ∅.
Lemma 2.14
Ein Graph 𝐺 = (𝑉, 𝐸) ist zshgd. ⇔ Für alle Mengen ∅ ≠ 𝑋⊊V ist 𝐸 𝑋, 𝑉 ∖ 𝑋 ≠ ∅.
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Algorithmus von Prim

Algorithmus 2.16
Eingabe: 

Zshgd. Graph 𝐺 = 𝑉, 𝐸 , 
Kostenfunktion 𝑐: 𝐸 → ℝ+

Ausgabe:
Spannbaum 𝑇 = 𝑉, 𝐹 minimalen Gesamtgewichts

1. Function PRIM(𝐺, 𝑐)
2. Wähle Knoten 𝑣 ∈ 𝑉.
3. Setze 𝑋 ≔ 𝑣 und 𝐹 ≔ ∅.
4. While 𝑋 ≠ 𝑉 do
5. Wähle Kante 𝑒 ∈ 𝐸 𝑋, 𝑉 ∖ 𝑋 mit kleinstem Gewicht.
6. Setze 𝑤 ≔ 𝑉 ∖ 𝑋 ∩ 𝑒, 𝑋 ≔ 𝑋 ∪ 𝑤 und 𝐹 ≔ 𝐹 ∪ 𝑒 .
7. Return 𝑇:= 𝑉, 𝐹

Algorithmus 2.16
Eingabe: 

Zshgd. Graph 𝐺 = 𝑉, 𝐸 , 
Kostenfunktion 𝑐: 𝐸 → ℝ+

Ausgabe:
Spannbaum 𝑇 = 𝑉, 𝐹 minimalen Gesamtgewichts

1. Function PRIM(𝐺, 𝑐)
2. Wähle Knoten 𝑣 ∈ 𝑉.
3. Setze 𝑋 ≔ 𝑣 und 𝐹 ≔ ∅.
4. While 𝑋 ≠ 𝑉 do
5. Wähle Kante 𝑒 ∈ 𝐸 𝑋, 𝑉 ∖ 𝑋 mit kleinstem Gewicht.
6. Setze 𝑤 ≔ 𝑉 ∖ 𝑋 ∩ 𝑒, 𝑋 ≔ 𝑋 ∪ 𝑤 und 𝐹 ≔ 𝐹 ∪ 𝑒 .
7. Return 𝑇:= 𝑉, 𝐹
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Algorithmus von Prim - Beispiel
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Algorithmus von Prim - Beispiel
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Algorithmus von Prim - Beispiel
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Algorithmus von Prim - Beispiel
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Algorithmus von Prim

Satz 2.17
Prim‘s Algorithmus löst Problem 2.1 (MST) korrekt in Zeit 𝑂 𝑚 + 𝑛 log 𝑛 Zeit.
Satz 2.17
Prim‘s Algorithmus löst Problem 2.1 (MST) korrekt in Zeit 𝑂 𝑚 + 𝑛 log 𝑛 Zeit.

Beweisskizze für Laufzeit:

Merke zu jedem nicht erreichten Knoten die kleinste Kante nach 
𝑋. Das sind maximal 𝑛 viele Kandidaten.
Suche in jeder Iteration besten Knoten heraus.
⇒ Fibonacci-Heaps: 𝑶 𝐥𝐨𝐠𝒏 Zeit pro Iteration

Nach Hinzufügen des Knotens 𝑤 zu 𝑋 aktualisiere Kandidaten 
mit Kanten von 𝑤:

𝑶 𝜹 𝒘 Zeit pro Iteration

⇒𝑂 𝑚+ 𝑛 log𝑛 über alle Iterationen.
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2.3 Matroide



Arne Schmidt | Netzwerkalgorithmen VL 3 | Seite 21

Unabhängigkeitssysteme und Matroide

Problem 2.18
Gegeben: 
• Mengensystem 𝐸, ℐ mit ℐ ⊆ 2𝐸

• Kostenfunktion 𝑐: 𝐸 → ℝ+

Gesucht: 
Element 𝑋 ∈ ℐ mit σ𝑒∈𝑋 𝑐 𝑒 maximal/minimal

Problem 2.18
Gegeben: 
• Mengensystem 𝐸, ℐ mit ℐ ⊆ 2𝐸

• Kostenfunktion 𝑐: 𝐸 → ℝ+

Gesucht: 
Element 𝑋 ∈ ℐ mit σ𝑒∈𝑋 𝑐 𝑒 maximal/minimal

Definition 2.19
Ein Mengensystem 𝐸, ℐ mit ℐ ⊆ 2𝐸 ist ein 
Unabhängigkeitssystem, wenn
(1) ∅ ∈ ℐ
(2) 𝐼 ∈ ℐ, 𝐼′ ⊂ 𝐼 ⇒ 𝐼′ ∈ ℐ

Elemente aus ℐ heißen unabhängig.
Maximal unabhängige Mengen heißen Basen.

Ein Unabhängigkeitssystem heißt Matroid, 
wenn gilt:
(3)  Wenn 𝐼1, 𝐼2 ∈ ℐ und 𝐼1 < 𝐼2 , dann
existiert 𝑥 ∈ 𝐼2 ∖ 𝐼1, sodass 𝐼1 ∪ 𝑥 ∈ ℐ

Definition 2.19
Ein Mengensystem 𝐸, ℐ mit ℐ ⊆ 2𝐸 ist ein 
Unabhängigkeitssystem, wenn
(1) ∅ ∈ ℐ
(2) 𝐼 ∈ ℐ, 𝐼′ ⊂ 𝐼 ⇒ 𝐼′ ∈ ℐ

Elemente aus ℐ heißen unabhängig.
Maximal unabhängige Mengen heißen Basen.

Ein Unabhängigkeitssystem heißt Matroid, 
wenn gilt:
(3)  Wenn 𝐼1, 𝐼2 ∈ ℐ und 𝐼1 < 𝐼2 , dann
existiert 𝑥 ∈ 𝐼2 ∖ 𝐼1, sodass 𝐼1 ∪ 𝑥 ∈ ℐ
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Matroide Beispiele

Beispiel 1:
Sei 𝐸1 die Menge der Spaltenvektoren der Länge 𝑛 über den Körper 𝕂 und sei 
ℐ1 ≔ 𝐹 ⊆ 𝐸1 | Vektoren in 𝐹 sind linear unabhängig .

Behauptung: 
𝐸1, ℐ1 ist ein Matroid.

Beispiel 2:
Gegeben sei ein Graph 𝐺 = 𝑉, 𝐸2 uns sei ℐ2 ≔ 𝐹 ⊆ 𝐸2 | 𝐹 enthält keinen Kreis .

Behauptung:
𝐸2, ℐ2 ist ein Matroid.
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Matroide Beispiel 1

Sei 𝐸1 die Menge der Spaltenvektoren der Länge 𝑛 über den Körper 𝕂 und 
sei ℐ1 ≔ 𝐹 ⊆ 𝐸1 | Vektoren in 𝐹 sind linear unabhängig .

Zu zeigen: 𝐸1, ℐ1 ist ein Matroid

(1) ∅ ∈ ℐ1 (0 Vektoren sind linear unabhängig)

(2) Teilmengen unabhängiger Vektoren sind immer noch unabhängig.

(3) Zu Zeigen: 𝐹1, 𝐹2 ∈ ℐ1 und 𝐹1 < 𝐹2 ⇒ ∃𝑥 ∈ 𝐹2 ∖ 𝐹1: 𝐹1 ∪ 𝑥 ∈ ℐ

Da 𝐹1 und 𝐹2 linear unabhängig und 𝐹1 < 𝐹2 , gilt dim span 𝐹1 < dim span 𝐹2 .

Also existiert 𝑥 ∈ 𝐹2 mit 𝑥 ∉ span 𝐹1 .
Damit ist 𝐹1 ∪ 𝑥 linear unabhängig, also in ℐ1
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Greedy für gewichtete Matroide

Algorithmus 2.20
Eingabe: 

Matroid 𝑀 = 𝐸, ℐ
Kostenfunktion 𝑐: 𝐸 → ℝ+

Ausgabe:
Basis 𝐵 mit σ𝑒∈𝑋 𝑐 𝑒 minimal.

1. Function MATROIDGREEDY(𝑀, 𝑐)
2. Sortiere Elemente aufsteigend nach Gewicht, 

sodass 𝑐 𝑒1 ≤ 𝑐 𝑒2 ≤ ⋯ ≤ 𝑐 𝑒𝑚
3. Setze 𝐵 ≔ ∅
4. For 𝑖 = 1 to 𝑚 do
5. if 𝐵 ∪ 𝑒𝑖 ∈ ℐ then
6. 𝐵 ≔ 𝐵 ∪ 𝑒𝑖
7. Return 𝐵

Algorithmus 2.20
Eingabe: 

Matroid 𝑀 = 𝐸, ℐ
Kostenfunktion 𝑐: 𝐸 → ℝ+

Ausgabe:
Basis 𝐵 mit σ𝑒∈𝑋 𝑐 𝑒 minimal.

1. Function MATROIDGREEDY(𝑀, 𝑐)
2. Sortiere Elemente aufsteigend nach Gewicht, 

sodass 𝑐 𝑒1 ≤ 𝑐 𝑒2 ≤ ⋯ ≤ 𝑐 𝑒𝑚
3. Setze 𝐵 ≔ ∅
4. For 𝑖 = 1 to 𝑚 do
5. if 𝐵 ∪ 𝑒𝑖 ∈ ℐ then
6. 𝐵 ≔ 𝐵 ∪ 𝑒𝑖
7. Return 𝐵



Arne Schmidt | Netzwerkalgorithmen VL 3 | Seite 25

Greedy für gewichtete Matroide

Satz 2.21
Algorithmus 2.20 bestimmt für ein Matroid 𝑀
mit Kostenfunktion 𝑐 eine Basis mit optimalem 
Gewicht.

Satz 2.21
Algorithmus 2.20 bestimmt für ein Matroid 𝑀
mit Kostenfunktion 𝑐 eine Basis mit optimalem 
Gewicht.

Satz 2.22
Sei 𝐸, ℐ ein Unabhängigkeitssystem. 
Algorithmus 2.20 bestimmt für 𝐸, ℐ mit 
Kostenfunktion 𝑐 genau dann eine Basis 
optimalen Gewichts, wenn 𝐸, ℐ ein Matroid ist.

Satz 2.22
Sei 𝐸, ℐ ein Unabhängigkeitssystem. 
Algorithmus 2.20 bestimmt für 𝐸, ℐ mit 
Kostenfunktion 𝑐 genau dann eine Basis 
optimalen Gewichts, wenn 𝐸, ℐ ein Matroid ist.

Man kann sogar folgendes zeigen:
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2.4 Rück- und Ausblick
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Graphenklasse Prim Kruskal*

Dünne Graphen (𝑚 ∈ 𝑂(𝑛 log𝑛)) 𝑂 𝑛 log𝑛 𝑂 𝑛 log𝑛

Dichte Graphen (𝑚 ∈ Ω 𝑛 log𝑛 ) 𝑂 𝑚 𝑂 𝑚 log𝑛

Kleine, ganzzahlige Gewichte 𝑂 𝑚 + 𝑛 log𝑛 𝑂 𝑚 log𝑛

Geometrisch 𝑂 𝑛2 𝑂 𝑛2 log 𝑛

*: Sind Kanten vorsortiert, performt Kruskal besser! (vgl. große Übung)

Was passiert, wenn Knoten in Terminals und Verteiler unterteilt sind?
Wichtiger Unterschied: Nur Terminals müssen verbunden werden!
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Steinerbäume - Geometrisch
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Steinerbäume - Geometrisch
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https://youtu.be/BVbIRM01UTs

https://youtu.be/BVbIRM01UTs
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Quiz!


