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Vorstellung

Arne Schmidt

Interessen
▪ Geometrische Optimierung, 
▪ Programmierbare Materie, 
▪ Komplexitätstheorie

Sie?Du?
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Vorstellung – Umfrage!
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Organisation

Vorlesung

Vorlesung, kl. Übung
und Diskussionen

Gr. Übung
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Organisation

Mehr dazu:
Donnerstag in der Übung!
Mehr dazu:
Donnerstag in der Übung!
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Anmeldung
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Kapitel 1 – Einführung
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Netzwerke

Stromnetz

Fragen:
Wie viel km Kabel werden 
benötigt, um alle Städte mit 
Strom zu versorgen?

Nebenbedingungen:
- Relaisstationen möglich?
- Geometrie?

Wie berechnet man das?

Fragen:
Wie viel km Kabel werden 
benötigt, um alle Städte mit 
Strom zu versorgen?

Nebenbedingungen:
- Relaisstationen möglich?
- Geometrie?

Wie berechnet man das?
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Netzwerke

Straßennetz

Frage:
Wie kommt man von A nach B?

Welche Nebenbedingungen 
existieren?
− Zeit?
− Weglänge?

Wie berechnet man das?

Frage:
Wie kommt man von A nach B?

Welche Nebenbedingungen 
existieren?
− Zeit?
− Weglänge?

Wie berechnet man das?
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Netzwerke

Pipelinenetz

Frage:
Wie viel kann von A nach B 
transportiert werden?

Welche Nebenbedingungen 
existieren?
− Kapazität
− Maximaler Zufluss/Abfluss

Wie berechnet man das?

Frage:
Wie viel kann von A nach B 
transportiert werden?

Welche Nebenbedingungen 
existieren?
− Kapazität
− Maximaler Zufluss/Abfluss

Wie berechnet man das?
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Netzwerke

Soziales Netzwerk

Frage:
Kann jeder einen 
Arbeitspartner finden?

Welche Nebenbedingungen 
existieren?
− Typ A nur mit Typ B?
− Jeder mit jedem?

Wie berechnet man das?

Frage:
Kann jeder einen 
Arbeitspartner finden?

Welche Nebenbedingungen 
existieren?
− Typ A nur mit Typ B?
− Jeder mit jedem?

Wie berechnet man das?
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Erinnerung: Graphen

Definition 1.1 (Graphen)
(1) Ein Graph 𝐺 = (𝑉, 𝐸) besitzt 

• Eine endliche Menge 𝑉 von Knoten (engl. „vertices“)

• Eine Menge 𝐸 ⊆
𝑉
2

von Kanten (engl. „edges“)

• Üblich ist 𝑛 ≔ 𝑉 und 𝑚 ≔ 𝐸

(2) Ein Graph 𝐺 = (𝑉, 𝐸) heißt einfach, wenn
• Keine Mehrfachkanten existieren.
• Keine Schlaufen existieren.

(3) Der Grad eines Knotens 𝑣 ist 𝛿 𝑣 ≔ 𝑒 ∈ 𝐸 | 𝑣 ∈ 𝑒

(4) Ein Graph 𝐻 = 𝑉‘, 𝐸‘ ist ein Teilgraph von 𝐺, wenn 𝑉′ ⊆ 𝑉 und 𝐸′ ⊆ 𝐸
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Wichtig:
Man unterscheidet zwischen einem 
Graphen (links) und der Darstellung
eines Graphen (rechts)
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Erinnerung: Graphen

Vollständiger Graph Kreisgraph Baum
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Erinnerung: Graphen

Definition 1.2 (Gerichtete Graphen)
(1) Ein gerichteter Graph oder Digraph 𝐷 = (𝑉, 𝐴) besitzt 

• Eine endliche Menge 𝑉 von Knoten (engl. „vertices“)
• Eine Menge 𝐴 ⊂ 𝑉 × 𝑉 von gerichteten Kanten (engl. „arcs“)
• Üblich ist 𝑛 ≔ 𝑉 und 𝑚 ≔ 𝐴

(2) Für eine Kante 𝑒 = (𝑣, 𝑤) ist
• 𝑣 der Startknoten (engl. „source“)
• 𝑤 der Endknoten (engl. „target“)

(3) Für einen Knoten 𝑣 bezeichnet
• 𝛿+ 𝑣 ≔ 𝑣,𝑤 ∈ 𝐴 | 𝑤 ∈ 𝑉 den Ausgangsgrad
• 𝛿− 𝑣 ≔ 𝑤, 𝑣 ∈ 𝐴 | 𝑤 ∈ 𝑉 den Eingangsgrad
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Erinnerung: Graphen

𝑒 = 𝑣,𝑤 𝑒 = 𝑤, 𝑣

𝑣𝑤 𝑣𝑤

Ungerichtete Graphen Gerichtete Graphen

Notation:Notation: 𝐺 − 𝑒 bezeichnet den Graphen 𝐺 ohne Kante 𝑒.
𝐺 − 𝑣 bezeichnet den Graphen 𝐺 ohne Knoten 𝑣 (und inzidenter Kanten).
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Minimal aufspannende Bäume

Kapitel 2
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Kapitel 2 – MST

Problem 2.1: Minimal aufspannender Baum (kurz: MST)
Gegeben:

Zshgd. Graph 𝐺 = 𝑉, 𝐸
Kostenfunktion 𝑐: 𝐸 → ℝ+

Gesucht:
Kantenmenge 𝐹 ⊆ 𝐸 mit σ𝑒∈𝐹 𝑐 𝑒 minimal und 
𝑇 = 𝑉, 𝐹 zusammenhängend.

Problem 2.1: Minimal aufspannender Baum (kurz: MST)
Gegeben:

Zshgd. Graph 𝐺 = 𝑉, 𝐸
Kostenfunktion 𝑐: 𝐸 → ℝ+

Gesucht:
Kantenmenge 𝐹 ⊆ 𝐸 mit σ𝑒∈𝐹 𝑐 𝑒 minimal und 
𝑇 = 𝑉, 𝐹 zusammenhängend.

Geometrische Variante:
Knoten über Koordinaten
Implizit vollst. Graph und eukl. Distanzen als Gewichte
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Kapitel 2 - MST

Beobachtung:
Jede optimale Lösung ist kreisfrei.
Beobachtung:
Jede optimale Lösung ist kreisfrei.

Fragen:
• Wie sehen optimale Lösungsmengen aus?

• Wie viele Kanten sind nötig?
• Wie ist die Struktur von 𝑇?

• Wie ist das bei ungewichteten Graphen?
• Wie lassen sich diese berechnen?

Annahme: 
Es gibt einen 

Kreis 𝐶

Entferne 
beliebige 

Kante 𝑒 auf 𝐶

Restgraph 
bleibt zshgd.

Da 𝑐 𝑒 > 0, 
werden wir 

leichter!
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2.1 Eigenschaften von Bäumen
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2.1 – Eigenschaften von Bäumen

Definition 2.2 (Baum)
Ein Graph 𝑇 = (𝑉, 𝐸) heißt Baum, wenn T 
zusammenhängend und kreisfrei ist.

Ein Knoten 𝑣 ∈ 𝑉 heißt Blatt, wenn 𝛿 𝑣 = 1.

Definition 2.2 (Baum)
Ein Graph 𝑇 = (𝑉, 𝐸) heißt Baum, wenn T 
zusammenhängend und kreisfrei ist.

Ein Knoten 𝑣 ∈ 𝑉 heißt Blatt, wenn 𝛿 𝑣 = 1.

Lemma 2.3
Jeder Baum mit 𝑛 Knoten besitzt 𝑛 − 1 Kanten.
Lemma 2.3
Jeder Baum mit 𝑛 Knoten besitzt 𝑛 − 1 Kanten.

Lemma 2.4
Jeder Baum mit 𝑛 ≥ 2 Knoten besitzt mindestens 
zwei Blätter.

Lemma 2.4
Jeder Baum mit 𝑛 ≥ 2 Knoten besitzt mindestens 
zwei Blätter.

Blatt

𝑛 = 10,𝑚 = 9
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2.1 – Eigenschaften von Bäumen

Satz 2.5
Für einen Graphen 𝑇 = 𝑉, 𝐸 sind folgende Aussagen äquivalent:
1. 𝑇 ist ein Baum (zshgd. + kreisfrei).
2. 𝑇 besitzt 𝑛 − 1 Kanten und ist zshgd.
3. 𝑇 besitzt 𝑛 − 1 Kanten und ist kreisfrei.
4. 𝑇 ist maximal kreisfrei (d.h. das Hinzufügen einer bel. Kante erzeugt einen Kreis).
5. 𝑇 ist minimal zshgd (d.h. das Löschen einer bel. Kante erzeugt einen nicht-zshgd. Graphen).
6. 𝑇 enthält einen eindeutigen Pfad zwischen jedem Paar von Knoten.
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