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Gotta reduce ‘em all 



Übersicht 

• Definitionen 

• Reduktionen 

– 3Sat -> Knapsack/Subset Sum 

– Subset Sum -> Partition 

• Weitere schwere Problem 



Definitionen – Ein Bild 

https://qph.fs.quoracdn.net/main-qimg-fe98e0dd6f3df4b2a15cb337bebb9fd7 

Offene Frage: Gilt P ≠ NP oder P = NP? 



Wie zeigt man für ein algorithmisches 
Problem Π, dass… 

• 𝚷 ∈ 𝑵𝑷: Für jede Lösung 𝐿𝐼 einer Instanz 𝐼 von Π kann 
man in polynomieller Zeit prüfen, 
– ob 𝐿𝐼  zulässig ist und  

– ob für den Wert 𝑃𝐿𝐼
 von 𝐿𝐼  die Aussage 𝑃𝐿𝐼

≥ 𝐾 gilt, wobei 𝐾 
eine Schranke im Input von 𝐼 ist. 

 

• 𝚷 NP-schwer ist: Man zeigt, dass man mit einem 
polynomialzeit Algorithmus für Π  jedes NP-schwere 
Problem lösen kann. (Stichwort: Reduktion!) 

 
• 𝚷 NP-vollständig ist: Man zeigt, dass: 

– Π NP-schwer ist und  
– Π in NP liegt. 



Beispiel 0-1-Knapsack 

• Gegeben: Zahlen 𝑧1, … , 𝑧𝑛, 𝑍, 𝑝1, … , 𝑝𝑛, 𝑃 

• Frage: Existiert eine Lösung 𝑆 ⊆ *1, … , 𝑛+ mit 

–  𝑧𝑖 𝑖∈𝑆 ≤ 𝑍  und 

–  𝑝𝑖  𝑖∈𝑆 ≥ 𝑃  ? 

 

 

Liegt 0-1-Knapsack in NP? JA! 

1. Ist Rucksack überfüllt? Einfach zu testen! 

2. Mindestwert von P erreicht? Auch einfach! 



Ist 0-1-Knapsack NP-schwer? 



Transformation 3Sat auf Knapsack 

Wir haben: 

• Klauseln 

𝑐1 = ℓ1,1, ℓ1,2, ℓ1,3 , … , 𝑐𝑚 = (ℓ𝑚,1, ℓ𝑚,2, ℓ𝑚,3)  

• Variablen 𝑥1, … , 𝑥𝑛 

• Variablen tauchen als positive (𝑥) oder negative (𝑥 ) Literale 
in den Klauseln auf. 

 

Wir wählen: 

• 𝑏𝑥,𝑖 = 1, falls 𝑥 in 𝑐𝑖 auftaucht; ansonsten 0. 

• 𝑏𝑥,𝑖 = 1, falls 𝑥  in 𝑐𝑖 auftaucht; ansonsten 0. 

 

Literale 
… 



Transformation 3Sat auf Knapsack 

Für die 𝑗-te Variable, setze 

𝑝2𝑗     ≔ 𝑧2𝑗     ≔ 10𝑚:𝑛;𝑗 +  𝑏𝑗,𝑖 ⋅ 10𝑚;𝑖

𝑚

𝑖<1

 

𝑝2𝑗:1 ≔ 𝑧2𝑗:1 ≔ 10𝑚:𝑛;𝑗 +  𝑏𝑗,𝑖 ⋅ 10𝑚;𝑖

𝑚

𝑖<1

 

Außerdem für die 𝑖-te Klausel 
𝑝2𝑛:2𝑖       ≔ 𝑧2𝑛:2𝑖 ≔ 2 ⋅ 10𝑚;𝑖 

 
𝑝2𝑛:2𝑖:1 ≔ 𝑧2𝑛:2𝑖:1 ≔ 10𝑚;𝑖 

Wir setzen für die Kapazität und die Wertschranke 

𝑃 ≔ 𝑍 ≔  10𝑚:𝑛;𝑗

𝑛

𝑗<1

+  4 ⋅ 10𝑚;𝑖

𝑚

𝑖<1

 



Transformation 3Sat auf Knapsack 

Ein Beispiel! 
𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥3 ∧ 𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥3   

Mit den Formeln erhalten wir: 
𝑧1   = 100 10 
𝑧2   = 100 01 
𝑧3   = 010 11 
𝑧4   = 010 00 
𝑧5   = 001 01 
𝑧6   = 001 10 

sowie 
𝑧7   = 000 20 
𝑧8   = 000 10 
𝑧9   = 000 02 
𝑧10 = 000 01 

Und 
𝑍   = 111 44 

 
 

s 

Variablen Klauseln 



• Wandle den Input von A um, sodass er für B dient. 

• Alles in polynomieller Laufzeit! 

• Aus einer Lösung für B muss eine Lösung für A in 
polynomieller Laufzeit berechenbar sein. 

 

 

Konsequenz: Gibt es einen polynomial-zeit Algorithmus für B, 
gibt es auch einen für A! 

Reduktion von A nach B 



Was wissen wir bisher? 

Problem Komplexitätsklasse 

3Sat NP-vollständig 

0-1-Knapsack NP-vollständig 

Maximum-Knapsack NP-schwer 

Subset Sum NP-vollständig 

Partition NP-vollständig 

Fractional Knapsack P 

Sortieren (AuD I) P 

Kürzeste Wege (NWA) P 



Schauen wir uns ein paar mehr 
Reduktionen an! 



Subset Sum auf Partition 
• Gegeben: 𝑧1, … , 𝑧𝑛, 𝑍 

• Wir müssen Objekte erschaffen, dass  𝑧𝑖 
𝑚
𝑖<1 = 2𝑍. 

• Wie wäre es mit: 

– 𝑧𝑖  ≔ 𝑧𝑖  für alle 𝑖 ∈ *1,… , 𝑛+ und 

– 𝑧𝑛:1  ≔ 2𝑍 −  𝑧𝑖
𝑛
𝑖<1  

• Wir übergeben alle 𝑧𝑖  an das Partition Problem 

 

Nun ist zu zeigen: 

Es gibt genau dann  

 eine Lösung mit 𝑧1 , … , 𝑧𝑛:1  für Partition,  

wenn  

 es eine Lösung mit 𝑧1, … , 𝑧𝑛, 𝑍 für Subset Sum gibt 

 



Der Beweis 

• Für eine Lösung 𝑆  für Partition gilt 

 𝑧𝑖 

𝑖∈𝑆 

= 𝑍 =  𝑧𝑖 

𝑖∈*1,…,𝑛:1+\𝑆 

 

• Eine der Mengen unter dem Summenzeichen ist auch eine 
Lösung für Subset Sum! 

 

• Haben wir eine Lösung 𝑆 für Subset Sum, so ist diese auch 
eine Lösung für Partition! 

 



STOP! 

Es gibt ein kleines Problem… 

𝑧𝑛:1  ≔ 2𝑍 −  𝑧𝑖
𝑛
𝑖<1  kann negativ sein! 

 

Betrachte: 𝑍′ ≔  𝑧𝑖
𝑛
𝑖<1  − 𝑍 

Nimm diesen Wert statt 𝑍. 

Die Reduktion bleibt die gleiche! 



Was gibt es noch für Probleme? 

https://arxiv.org/pdf/1203.1895.pdf 



Im folgenden 

Gegeben: Ein Level eines Spiels 

Frage: Gibt es einen Weg vom Start ins Ziel? 

https://i.kinja-img.com/gawker-media/image/upload/t_original/rp9crpla17856bynctsm.jpg 



Framework 

! 



Super Mario 

Enthalten alle einen Stern 
 Unbesiegbarkeit! 

Nächste Variable 

Variable true/false setzen 



Super Mario 

Links nach rechts: 
Nur, wenn Mario klein! 

Unten nach oben:  
Nur, wenn Mario groß! 

Enthält Pilz -> Mario 
wird wieder groß! 



Donkey Kong (DK) 

Fass tötet Biene 

Biene tötet DK 

Zurück zur Ebene 

Pro Klausel 
eine Biene 



Donkey Kong (DK) 



Legend of Zelda 

Pro Klausel muss 
ein Block nach 
unten 
verschoben sein 

Push 



Legend of Zelda 



Pokémon 

Deaktiviere mindestens einen roten 

Wir Rote Trainer Blaue Trainer 

Nebulak 
Typ: Geist 

Bekommt keinen Schaden 
von normal Attacken 

Lektroball Relaxo 

Attacke: Explosion 
(Vernichtet Nebulak) 

Greift als erstes mit 
Explosion (Typ: Normal) an 

Greift nicht als erstes an. 



Pokemon 


