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Bitte die Blätter vorne deutlich mit eigenem Namen und Gruppennummer versehen!

Aufgabe 1 (Ein Packungsproblem):
Geben sei das unendliche Gitter Z × Z und eine Zahl n ∈ N. Gesucht wir eine Menge S

(der Größe n) von Gitterpunkten, so dass
∑

(i,j)∈S×S d(i, j) minimal ist. Dabei ist d(i, j)
die Manhattan-Distanz zwischen den Gitterpunkten i und j.
(Hinweis: http://mathworld.wolfram.com/IntegerLattice.html und
http://mathworld.wolfram.com/TaxicabMetric.html)

(a) Bestimme möglichst gute Lösungen für n = 1, . . . , 12.

(b) Betrachte folgenden Greedy Algorithmus: Sei Sn die Lösung für n Punkte. Die Lösung
Sn+1 entsteht aus Sn, indem der Gitterpunkt, der minimalen Abstand zu den Punkten
in Sn hat, hinzugefügt wird. Zeige, dass der Greedy-Algorithmus nicht immer die
optimale Lösung findet.

(15+15 Punkte)

Aufgabe 2 (Der chromatische Index):
Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Der chromatische Index χ′(G) gibt die minimale
Anzahl von Farben, an die benötigt werden, um die Kanten von G zu färben, so dass zwei
adjazente Kanten keine gemeinsame Farbe haben. Sei ∆(G) der maximale Grad in G. Dann
gilt offensichtlich ∆(G) ≥ χ′(G).

(a) Zeige: Wenn G bipartit ist, gilt sogar ∆(G) = χ′(G).

(b) Gib einen Graphen an, für den ∆(G) > χ′(G) gilt.

(Hinweis zu (a): Verwende Induktion über |E|. Enferne eine Kante e = {x, y}. Nach In-
duktionsvoraussetzung kann der entstandene Graph mit ∆(G) Farben gefärbt werden,
außerdem ist der Grad von x und y höchstens ∆(G) − 1. Also gibt es an jedem Knoten
mindestens eine Farbe nicht. Dieses sei Farbe α an y und Farbe β an x. Betrachte einen
Pfad, der in x startet und abwechselnd Kanten der Farbe α und β verwendet; der Pfad kann
auch Länge 0 haben. Warum kann man auf diesem Pfad die Farben α und β vertauschen?
Was bedeutet das für e?)

(20+10 Punkte)
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