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Lineare Optimierung
Anlage 3: Lineare Ausgleichsprobleme

In mathematischen Modellen konkreter physikalischer oder technischer Vorgange benutzt man hdufig unbe-
kannte Parameter, um das Modell flexibel anzupassen. Die giinstigste Anpassung ergibt sich durch Minimie-
rung der beobachteten Abweichungen im Experiment. Die ModellgréRe v = v(u) sei linear abhéngig von
wiahlbaren Parametern uy, . . ., u,,. Die Art der linearen Abhéngigkeit sei unbekannt, d. h. v = u” z fiir einen
unbekannten Vektor z. In m Experimenten mit verschieden gewéhlten Parametern gilt entsprechend v = Uz
mit einer bekannten m x n Matrix U.

Die Abweichung A :=v — Uz soll durch Wahl von z minimiert werden. Verschiedene Fehlermale fiihren
auf verschiedene Anpassungen:

1 1
Lo : max|A;|, Lp: EZ'AZL Ly: EZA;Z

Hier wollen wir nur die ersten beiden Anséatze nutzen.
L,-Norm (Stiefel, 1960)

Stiefel hat die Minimierung der maximalen Abweichung geschickt auf die Aufgabe

min  xp
unter |v; — Zj uij:l?j| < zyp (1<i<m)
i) Z 0

zuriickgefiihrt. Die maximale Abweichung wird als neue, nach unten durch 0 beschrénkte Variable zy zum
Modell adjungiert. Die Aufgabe besitzt offenbar zuldssige Losungen, z.B. z = 0,z¢ = max |v;|. Nur bei
exakt bestimmbaren unbekannten Parametern und bei Experimenten, in denen keine MeR- oder Beobach-
tungsfehler auftreten, werden alle Abweichungen verschwinden. Daher diirfen wir oBdA folgenden Ansatz
machen:

1
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Durch Auflésen der Betrdge und Einsetzen der neuen Variablen erhalten wir:

max Yo

unter v,y + Zj UijY;
—ViYo = D2 Uij¥j
Yo
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Mit A :=[v|U] lautet die Aufgabe in Matrixform
max{yo | Ay <1, —Ay <1, yo > 0}.

Fir die Schlupfvariable 0 < z :=1— Ay der ersten Ungleichung lautet die zweite Ungleichung in dquivalenter
Form z < 2. Damit finden wir als dquivalentes LP mit expliziten oberen Schranken:

max{yy | Ay +2=1,0<2<2, yo >0}



Li-Norm

Fir die L1-Norm lautet die Aufgabe zunéchst

min Z|(’U—Ul‘)i| z€eR"

Wir fassen die Abweichungen §; :=|A;| zu einem Vektor § zusammen:

min Y 0,6
unter v—-Uzxz < 9§,
—v+Uz < 6,
0 > 0.

Die Schlupfvariable z :=§ — v 4+ Uz > 0 flihrt uns schlieBlich auf

min { Z 0;

Falls m > n, ist es vorteilhaft, dal} duale Problem zu 16sen.

5+Uw—zzv,0§z§25,520}.

Ein Beispiel zur Ausgleichsrechnung
Wir 16sen das lineare Ausgleichsproblem
min{ max{|z1 |, |z2|, |4 — 21 —z2|}| z € R" }.

woflr sich die Matrix

0 -1 0
A=10 0 -1
4 1 1

ergibt. Im folgenden sind y; und yo unbeschrénkte Variable, yo > 0. Wir berechnen mit Hilfe von Pivot-

schritten aus dem Ausgangstableau:

Tableau 0: N 7" s
B|O0 1 0 0
Al 1 1
zo | 1 0 0 1
z3| 1 ||—4 -1 -1

die folgenden Simplextableaus:

Tableau 1: N | z n s
1 1 1 1
Blg |-3 ~—3 —3
2| 1 0 1 0
z9 1 0 0 1
1 1 1 1
Y| 3 | —3 —3 —3%
Tableau 2: N 23 21 o
1 1 1 1
Blag |=-3 —3 —3
yp | —1 0 1 0
| 1 | 0 0
1 1 1
Y| 3 I S !




Tableau 3: N 23 21 2
3 1 1 1
Blyg |—-3 —3 —3
U1 -1 0 1 0
y2 | —1 0 0 1
3 1 1 1
Yo| 37 Y S S |
woraus wir die Losung des LP ablesen: yo = %, y1 = —1, yo = —1. Hieraus gewinnen wir die Losung
1 4
1'_—:—’.{5 = — - X :—’{E = — STy = —
0 Yo 3 1 ) 0 3 2 Y2 0 3

des linearen Ausgleichsproblems.



