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MEMOIRE SUR LES EQUATIONS *ALGEBRIQUES, OU L’ON DEMONTRE
LIMPOSSIBILITE DE LA RESOLUTION DE L’EQUATION GENERALE
DU CINQUIEME DEGRE.

Brochure imprimée chez Grendahl, Christiania 1824,

Les géomdtres se sont beaucoup occupés de la résolution générale des
équations algébriques, et plusieurs d’entre eux ont cherché A& en prouver
Pimpossibilité; mais si je ne me trompe pas, on n'y a pas réussi jusqu’a
présent. J'ose donc espérer que les géomdtres recevront avec bienveillance
ce mémoire qui a pour but de remplir cette lacune dans la théorie des
équations algébriques.

Soit

Y —ay' by’ — ey’ +dy—e=0
Péquation générale du cinquidme degré, et supposons qu'elle soit résoluble
algébriquement, c’est-A-dire qu'on puisse exprimer y par une fonction des
quantités a, b, ¢, d et e, formée par des radicaux. Il est clair qu'on peut
dans ce cas mettre y sous la forme:

1 2 m—1

y=p+p B +p B +... 4 p. B ",
m étant un nombre premier et 2, p, p,, p. ete. des fonctions de la méme
forme que y, et ainsi de suite jusqud ce qu'on parvienne A des fonctions
rationnelles des quantités a, b, ¢, d et e. On peut aussi supposer qu’il soit

1
impossible d’exprimer R™ par une fonction rationnelle des quantités a, b ete.
R . . . .

Py Pry Pe etc., et en mettant e lien de £ il est clair qu'on peut faire

’ 1
pi=—1. On aura don,
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1 2 m—1
—p+R"+p. R ... +p.R™.
En sub‘;tltuant cette valenr de y dans l’équatlon proposée, on obtiendra

en réduisant un résultat de cette forme,
m—1

P:q—l—q1R;—|—q=R;+ A +Qm—1 RT: 01 :
¢y ¢y g ete. étant des fonctions rationnelles et entidres des quantités

a, b, e, d, e, p, p, ete. et K. Pour que cette équation puisse avoir lien il
’ 1

faut que ¢—0, ¢,—0, ¢,—0 ete. ¢, ,—0. En’effet, en désignant B" par
z, on aura les deux équations

24 ...+ Gy 2" =0.

Si maintenant les quantités ¢, ¢, ete. ne sont pas égales A zéro, ces équa-
tions ont nécessairement une ou plusieurs racines communes. Soit & le
nombre de ces racines, on sait qu'on peut trouver une équation du degré k
qui a pour racines les k racines mentionnées, et dans laquelle tous les
coefficiens sont des fonctions rationnelles de £, ¢, ¢, et g, ,. Soit

r4rzr2 ... 2=0
cette équation. Elle a ces racines communes avec l'équation 2" — R—0;
or toutes les racines de cette équation sont de la forme «,z, «, désignant
une des racines de I'équation ¢ — 1-=0. On aura donc eun substituant les

r+rztr2 ... Fr2*=0,
r+arz+d'ry2t . - dfr 2" =0,
rtea sriztal ors2 ... a2 =0.
De ces k équations, on peut toujours tirer la valeur de 2z exprimée par
une fonction rationnelle des quantités r, r,, 7, ete. 7, et comme ces quan-
tités sont elles-mémes des fonctions rationnelles de a, b, ¢, d, ¢, R... p, py
etc., il s'en suit que z est aussi une fonction rationnelle de ces dernidres
quantités; mais cela est contre 'hypothdse. Il faut done que

équations suivantes,

q:(), Q'l:O ete. q‘ﬂ—l:U'

Si maintenant ces équations ont lieu, il est clair que I'équation proposée

est satisfaite' par toutes les valeurs qu'on obtiendra pour y, en donnant a
1

™ toutes les valeurs
1 1 1 1 1

", oR", ¢*E", *R", etc. a"'R",
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« étant une racine de I'équation

"'t e 1=0.
On voit aussi que toutes ces valeurs de.y sont différentes; car dans le
cas contraire on aurait une équation de la méme forme que Iéquation
P-—0, et une telle équation conduit comme on vient de le voir & un ré-
sultat qui ne peut avoir lien. Le nombre m ne peut donc dépasser 5.
En désignant donc par y,, ¥, s, ¥ et y; les racines de I'équation proposée,

on amnra

1 2 =
h=p+R"4p. B*4...4p.B ",

- & m—1
p=p+aR+ap B .. p R

---------------------------

1 2
Yo=p+ o B4 p,R*|... +ap. R
De ces équations on tirera sans peinc
1.
P=—-0n /3 R o/
1

s 1
B —— @+ o gt .+,
2

M 1 &
Pl —— (A" Yy - 0Y),

----------------------

m—1
m

m—1

=
PaaB ™ —=—(teys+... 4" y)

1
On voit par 1a que p, p, ete. p, ,, B et R" sont des fonctions ration-
nelles des racines de I'équation proposée. .
Considérons maintenant 'une quelconque de ces quantités, par exemple
R. "“Soit

n—1

1 2
R:S—|—v7—|—S,v"‘_—|—-...—|—S,,_lv'" .

En traitant cette quantité de la méme manitre que y, on obtiendra un
1

résultat pareil savoir que les quantités v", v, S, S, ete. sont des fonctions
rationnelles des différentes valeurs de la fonction R; et comme celles-ci
1

sont des fonetions rationnelles de y,, y. ete.,, les fonctions 2", », S, S, ete.
le sont de méme. En poursuivant ce raisonnement on conclura que toutes
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les fonctions irrationnelles contenues dans I'expression de y sont des . fone-
tions rationnelles des racines de I'équation proposée.

Cela posé, il n'est pas difficile d’achever la démonstration. Considérons
1

d’abord les fonctions irrationnelles de la forme R”, R étant une fonction
1 .

rationnelle de. a, &, ¢, d et e. Soit R"—r, r est une fonction rationnelle

Yis Ysy Y5y Ys €6 Y5, et B une fonction symétrique de ces quantités. Mainte-

nant comme il s’agit de la résolution de I'équation générale du cinquidme

degré, il est clair qu'on peut considérer y,, 7., %5, Yy et y; comme des
1

variables indépendantes; I'équation R”"—r doit donc avoir lieu dans cette sup-
position. Par conséquent on peut échanger les quantités y,, ¥, ¥s, ¥ et y, entre
1 1

elles dans Déquation R”-—r; or par ce changement R" obtient nécessaire-
ment m valeurs différentes en remarquant que R est une fonction symé-
trique. La fonetion » doit done avoir la propriété qu'elle obtient m valeurs
différentes en permutant de toutes les maniéres possibles les ¢ing variables
qu'elle contient. Or pour cela il faut que m—25 ou m=—2 en remar-
quant que m est un nombre premier. (Voyez un mémoire de M. Cauchy
inséré dans le Journal de 1'école polytechnique, XVII® Cahier). Soit d’abord
m=>5. La fonction r a donc cinq valeurs différentes, et peut par consé-
quent étre mise sous la forme

1
R =r=p-4-ph i +PsYi TP,
Ps Pay Psa--- étant des fonctions symétriques de y,, y. ete. Cette équation
donne en changeant y, en y,

Pt pyi s =ap - ap g ops i - aps i - epays
a‘—i—a”—{—a’+a—|~1:0; ' .

mais cette équation ne peut avoir lien; le mombre m doit par conséquent
étre égal & deux. Soit done

.}

ot

1
,H: =r,

r doit avoir deux valewrs différentes et de signe contraire; on aura done
(voyez le mémoire de M. Cauchy)

!. 1
RE=r=v(—us) (r—0s) - e—s) - (a—ys) =0 52,

v étant une fonction symétrique.
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Jonsidérons maintenant les fonetions irrationnelles de la forme
1

1 1
\p+p R 4-p BFE+... 7,
Py Py e ete, B R, ete. étant des fonctions rationnelles de @, b, ¢, d et e
et par conséquent des fonctions symétriques de y,, %, s, s €t y;. Comme
on 'a vu, on doit avoir ¥y —=u—= ete. =2, R—1*8, R,—v{8S etc: La fonc-
tion précédente peut done étre mise sous la forme

(p —+ o S;_);E'I.

Soit s
=(P + 7 S’);

:(P PLS’)l

on aura en multipliant,
1 !
?'?'1:( P—n S]".
Si maintenant 77, n'est pas une fonction symétrique, le nombre m doit étre
égal A deux; mais dans ce cas r aura quatre valeurs différentes, ce qui est

impossible; il faut donc que rr, soit une fonction symétrique. Soit » cette

fonction, on aura
1

?'—f—-i',:(p-l—p, S"')“‘—|—v(p-—[—_p,8’) ez

Cette fonction a m valeurs différentes, il faut donc que m=—>5, en remar-
quant que m est un nombre premier. On aura par conséquent

142 1
5

£ Ll
z=q-|—any—l-ffsys—kqay“-i-q;y"=(p—{—}nS’)"'#—v(p—kpls’) ,

¢y 1, qs ete. étant des fonctions symétriques de 7y, 7, ¥, ete. et par con-
séquent des fonctions rationnelles de @, b, ¢, d et e. En combinant cette
équation avec 1'équation proposée, on en tirera la valeur de y exprimée par
une fonction rationnelle de z, a, b, ¢, d et e. Or une telle fonction est
toujours réductible & la forme

1 2 s .
y=P+ R4 P,R* 4 P, R°+ P, R®,
1
o P, R, P,, P; et P, sont des fonctions de la forme p-Lp, S*, p, p,, et S
étant des fonctions rationnelles de a, b, ¢, d et e. De cette valeur de y

on tire
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1

R =} (y, + 'y + ys + &yt ays) = {P +p S:T)g_
o'+ +afat1=0.

Or le premier membre a 120 valeurs différentes et le second membre seule-
ment 10; par conséquent y ne peut avoir la forme que nous venons de
trouver; mais nous avons démontré que y doit nécessairement avoir cette
forme, si 'équation proposée est résoluble; nous concluons donc

qu’il est impossible de résoudre par des radicaux 1’équation
générale du cinquitme degré.

Il suit immédiatement de ce théoréme qu’il est de méme impossible de
résoudre par des radicaux les équations générales des degrés supérieurs au
cinquitme. '




