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Hinweise:

- Bitte das Deckblatt vollstandig ausfiillen.

- Die Klausur besteht aus 16 Bléttern, bitte auf Vollstéandigkeit iiberpriifen.

- Erlaubte Hilfsmittel: Keine.

- Figenes Papier ist nicht erlaubt.

- Die Riickseiten der Blétter diirfen beschrieben werden.

- Antworten die nicht gewertet werden sollen bitte deutlich durchstreichen. Kein
Tippex verwenden.

- Mit Bleistift oder in Rot geschriebene Klausurteile kénnen nicht gewertet werden.

- Werden mehrere Antworten gegeben, werten wir die mit der geringsten Punktzahl.

- Samtliche Algorithmen, Datenstrukturen, Siatze und Begriffe beziehen sich, sofern
nicht explizit anders angegeben, auf die in der Vorlesung vorgestellte Variante.

- Die Bearbeitungszeit fiir die Klausur betragt 120 Minuten.
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Aufgabe 1: Graphen (10+3+3 Punkte)
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Abbildung 1: Der Graph G

a) Wende Breitensuche auf den Graphen G aus Abbildung 1 an; starte dabei mit
dem Knoten v;. Falls zu einem Zeitpunkt mehrere Knoten fiir den néchsten Schritt
in Frage kommen, wéhle denjenigen mit dem kleinsten Index. Gib die Menge R
des Algorithmus GRAPH-SCAN jedesmal an, wenn sie sich d&ndert, und zeichne den
gefundenen Baum 7.
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b) Zeichne einen Graphen mit 5 Knoten, der einen Hamiltonkreis, aber keinen Euler-
weg hat. Kennzeichne den Hamiltonkreis.

c) Zeige oder widerlege: Ein Hamiltonpfad eines Graphen mit n Knoten hat n — 1
Kanten.
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Aufgabe 2: AVL-Biume (242+2+2+2 Punkte)

Betrachte in den Aufgabenteilen a) bis e) den Baum, der in der jeweiligen Abbildung
dargestellt wird. Fiihre die, INSERT-Operation, die in dem jeweiligen Aufgabenteil ge-
nannt ist, und die damit verbundenen Restrukturierungsmafinahmen (damit sind die
Algorithmen aus der Vorlesung gemeint, die die AVL-Eigenschaft erhalten) auf dem ent-
sprechenden Baum aus. Zeichne dabei das Resultat nach jeder einzelnen ausgefiihrten
Operation INSERT und RESTRUCTURE in einen separaten Baum:

a) INSERT(T, 1)

O
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b) INSERT(T,17)

¢) INSERT(T}, 1)
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d) INSERT(T,2)

d

e) INSERT(T, 32)
T ()
OO
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Aufgabe 3: Komplexitit (3+3+3+4 Punkte)
Seien f,g,h : N — R drei Funktionen. Zeige oder widerlege die folgenden Aussagen, in-
dem Du die Definition von der Notationen O, ), © verwendest. Argumentiere hier mithilfe
der Werte von n und mithilfe der involvierten Konstanten (co, no, ...)

a) (9)' € O(f?*) = g € Qf)

b) g€ O(f), f € O(h) = h € O(g)
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c) Zeige: 2n® +n — 3 € ©(n?). Gib dazu explizit geeignete Konstanten ci, co und ng
aus der Definition an und zeige, dass sie die Definition erfiillen.

d) Gesucht ist ein Algorithmus, der n Elemente bearbeiten soll. Dazu gibt es zwei
Moglichkeiten:

(i) Die Elemente werden der Reihe nach bearbeitet, das dauert O(n?) pro Element.

(ii) Die Elemente werden erst sortiert. Dadurch reduziert sich die Bearbeitungszeit
pro Element auf O(n?).

Welche Laufzeiten ergeben sich fiir beide Varianten, wenn fiir (ii) ein moglichst
schnelles Sortierverfahren verwendet wird? Begriinde Deine Antwort. Welche Vor-
gehensweise ist asymptotisch schneller?

Seite 8 / 16



Aufgabe 4: Rekursionen (44+4+3+3+4 Punkte)

a) Wie lautet das Mastertheorem aus der Vorlesung?

b) Bestimme mit Hilfe des Mastertheorems das asymptotische Wachstum der Rekur-
sion

T(n):27~T<%>—|—3n—|—229~T(%>.

Bestimme die Werte aller im Mastertheorem auftretender Parameter.

Seite 9 / 16



¢) Bestimme mit Hilfe des Mastertheorems das asymptotische Wachstum der Rekur-
sion

U(n):n3+4~U<g>—19+32-U(%).

Bestimme die Werte aller im Mastertheorem auftretender Parameter.

d) Bestimme mit Hilfe des Mastertheorems das asymptotische Wachstum der Rekur-
sion

V(in)=2-V <%> +V (%) + Tn?.

Bestimme die Werte aller im Mastertheorem auftretender Parameter.

Seite 10 / 16



e) Was sind obere und untere Schranken fiir die Worst-Case-Laufzeit von QQUICKSORT?
Wie muss die Eingabe beschaffen sein, damit der Worst-Case erreicht wird (mit
Begriindung)?
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Aufgabe 5: Median (10 Punkte)

Gegeben sei die Menge X = {xy,...,2,} von paarweise verschiedenen natiirlichen Zahlen
firmeNund k€ Nmit 1 < k <n.

a) Wie ist das k-te Element von X definiert?

b) Beschreibe in eigenen Worten das Vorgehen des SELECT-Algorithmus.
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c) Welche Laufzeit T'(n) hat der SELECT-Algorithmus? Gib die rekursive Darstellung
von T'(n) an und erklére diese.

d) Welche Auswirkung hat es auf X5, dass X nur paarweise verschiedene Zahlen
enthalt?

e) Wende den SELECT-Algorithmus auf X = {4,2,10,5,9,1,6,8,11,7,14,3,15,12,13}
und k£ = 7 an. Gib hierbei nur fiir die oberste Rekursionsebene die berechneten
Blocke, M’ und m an, indem Du das folgende Ablaufdiagramm komplettierst. Mar-
kiere die Teilmenge von X, in der das k-te Element rekursiv weiter gesucht wird.

X, =
Xy =

Abbildung 2: Ablaufdiagramm von SELECT fiir die oberste Rekursionsebene.
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Aufgabe 6: Sortieren

(10 Punkte)
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Abbildung 3: Mergesort im Array A.

Wende die Funktion MERGE(A, 1,4, 8) aus MERGESORT auf das gefiillte Array oben in
Abbildung 3 an. ACHTUNG: Das bedeutet, nicht, dass der gesamte Algorithmus MER-
GESORT angewendet werden soll. Fithre Schritt fiir Schritt das Mergen von L und R in
A durch, in dem Du die unten stehende Tabelle ausfiithrst (pro Schritt eine Zeile). Ein
Schritt entspricht dem Uberschreiben von A[k].
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Aufgabe 7: Algorithmenentwurf (643 Punkte)
Gegeben sei ein bindrer Suchbaum B, der nur positive Elemente beinhaltet und n Knoten

hat. Gesucht wird der kleinste Schliissel, der durch 3 ganzzahlig teilbar ist. Falls keiner
durch 7 teilbar ist, soll 0 zuriickgegeben werden.

a) Gib dafiir einen rekursiven Algorithmus iiber linken und rechten Teilbaum an, der
Laufzeit O(n) hat.

b) Begriinde, warum dein Algorithmus in O(n) liegt.
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Aufgabe 8: Kurzfragen (2424242424242 Punkte)

a) SELECT ist ein rekursiver Algorithmus.

b) Breitensuche wird mit dem Graphen-Scan-Algorithmus mittels ei-
nes Stapels realisiert.

c¢) Jeder AVL-Baum ist ein bindrer Suchbaum.

d) Jeder Algorithmus der n Zahlen sortiert bendtigt mindestens
Q(nlogn) Laufzeit.

e) Ein Graph kann nur dann einen Eulerweg haben, wenn es hochstens
zwei Knoten mit ungeradem Grad gibt.

f) Ein Graph mit n Knoten kann maximal 2n Kanten haben.

g) Breitensuche und Tiefensuch unterscheiden sich in der Datenstruk-
tur, die verwendet wird.

Viel Erfolg ©
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