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Horsaal-Belegung
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Horsaal-Belegung — Das Problem

Gegeben: Menge von Intervallen 7 = {I; = [sy,€1), ..., I, =[S, €,)}

Gesucht: Teilmenge 7' € 7 mit den folgenden Eigenschaften

Die ausgewahlten
Intervalle missen

VILLET: N =0 disjunkt sein.
und 7' ist gréRtmoglich. ‘k/

Wie [6st
man das
Problem?
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Horsaal-Belegung — Strategien

Greedyfunktion? S T T T R R N

~
7

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Frihester Start? . Wenig
—.__Uberlappungen?

Frihestes

Klrzeste
zuerst?

Langste zuerst?
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Horsaal-Belegung — Klirzeste zuerst

ALG: 1

OPT: 2

N
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Horsaal-Belegung — Strategien

Greedyfunktion? S T T T R R N

~
7

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Wenig
Uberlappungen?

Klrzeste

zuerst? Frihester Start?

Frihestes
Ende?

Langste zuerst?
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Horsaal-Belegung — Frihester Start/Langstes Intervall

ALG: 1

N
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Horsaal-Belegung — Strategien

Greedyfunktion? S T T T R R N

~
7

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Frihester Start? . G
—.__Uberlappungen?

Frihestes

Klrzeste
zuerst?

Langste zuerst?
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Horsaal-Belegung — Wenig Uberlappungen

ALG: 3

N
7
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Horsaal-Belegung — Wenig Uberlappungen

ALG: 3

OPT: 4

N
7
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Horsaal-Belegung — Strategien

Welche
Greedyfunktion?

~
7

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Klrzeste
zuerst?

Frihester Start?

\L_&erlappungen?

Friuhestes

Langste zuerst?
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Horsaal-Belegung — Frihestes Ende

ALG: 3

OPT: 37
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Horsaal-Belegung — Frihestes Ende

Algorithmus 1

1: sortiere {1,...,n} nach e; aufsteigend — Permutation «(1),...,w(n)
2: §:={x(1)}
3 e = ew(lj
4: for k=2to n do
50 if (sy() > e) then Theorem:
6 S :=Su{r(k)} Algorithmus 1 16st das
7 € 1= €x(k) Horsaal-Problem optimal
8: return S in Zeit O(n logn)
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Bewels

Annahme: Algorithmus 1 sei nicht optimal.

Sei 54,4 die Losung von Algorithmus 1 und S, eine optimale Losung.

P Welche davon i
L konnen das erste i Dieser Bereich
Hier sind S;;, und i P :
S identisaé?l S intervall aus S,,; | interessiert uns
opt nichtin S,,, sein? i nicht

: Erstes Intervall aus
: Saig NiChtin S,
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Bewels

Annahme: Algorithmus 1 sei nicht optimal.

Sei 54,4 die Losung von Algorithmus 1 und S, eine optimale Losung.

Welche davon
kdnnen das erste
5 : Intervall aus S,
Hier sind S;;, und | — nicht in S,;, sein?
Sopt identisch : I

Erstes Intervall aus

Blau muss rot
uberlappen!
Ende von blau
kommt nach
Ende von ro'E!
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Bewels

Annahme: Algorithmus 1 sei nicht optimal.

Sei 54,4 die Losung von Algorithmus 1 und S, eine optimale Losung.

Entferne blau aus S,,; und flige rot hinzu.

R Sopt ISt immer noch zuléssig!

Hier sind S4;, und

=S40 ES
Sopt identisch alg = “opt

Enthalt S,,; nun noch mehr Intervalle, dann
hatte Algorithmus 1 diese aufgenommen!

~
7

= Salg = Sopt
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Gegeben: Intervalle Z := {I; = [s1,e1),..., [, = [sn.€n)}

Gesucht: Die kleinste Zahl k£ € N, sodass folgendes gilt. Es gibt eine Funktion f: 7 —
..., k}, sodass fiir je zwei Intervalle [ und I’ gilt INI"# 0 = f(I) # f(I')
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wende den
Greedy Algorithmus
mehrmals an!

Ist das
korrekt?
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

OPT: 4

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern

: : : : : : : : : ; : : : : — auch der Start eines
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 Intervalls!
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern
auch der Start eines
Intervalls!

Bewege eine Linie
von links nach
rechts

N
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern
auch der Start eines
Intervalls!

Bei Erreichen eines
« Startpunktes:
Weise kleinste
Raumnummer zu
* Endpunktes:
> Gib Raum frei
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern
auch der Start eines
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Raumnummer zu
* Endpunktes:
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern
auch der Start eines
Intervalls!

Bei Erreichen eines
« Startpunktes:
Weise kleinste
Raumnummer zu
* Endpunktes:
> Gib Raum frei
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern
auch der Start eines

Intervalls!
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Bei Erreichen eines

« Startpunktes:
Weise kleinste
Raumnummer zu

* Endpunktes:
Gib Raum frei
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern
auch der Start eines
Intervalls!

Bei Erreichen eines
N S T R « Startpunktes:
Z I T N T A T R Weise kleinste
I Raumnummer zu
* Endpunktes:
> Gib Raum frei
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern
auch der Start eines
Intervalls!

Bei Erreichen eines
S SN T S B S « Startpunktes:
Z I T N T A T R Weise kleinste
T T B A Raumnummer zu
* Endpunktes:
> Gib Raum frei
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern
auch der Start eines
Intervalls!

Bei Erreichen eines
S SN T S B S « Startpunktes:
Z I T N T A T R Weise kleinste
T T B A Raumnummer zu
* Endpunktes:
> Gib Raum frei
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern
auch der Start eines
Intervalls!

Bei Erreichen eines
2 IS T S R - « Startpunktes:
1 T N T R T Weise kleinste
A Raumnummer zu
* Endpunktes:
> Gib Raum frei
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern
auch der Start eines
Intervalls!

]
S S S B S SN N R R Bei Erreichen eines
ECH IS S U I D A R S S - Startpunktes:
S Weise kleinste
TN IR B B Raumnummer zu
* Endpunktes:
> Gib Raum frei
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern
auch der Start eines
Intervalls!

I B I T Bei Erreichen eines
SR IR IS NS N A S R R - Startpunktes:
Y R I Weise kleinste
T T T N Raumnummer zu
* Endpunktes:
> Gib Raum frei
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern
auch der Start eines
Intervalls!

I B LI Bei Erreichen eines
SR IR IS NS N R N I R R - Startpunktes:
R N Weise kleinste
T I T N Raumnummer zu
* Endpunktes:
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern
auch der Start eines
Intervalls!

IS SN S N <u S O Bei Erreichen eines
SR IR IS NS N R S N O R - Startpunktes:
S Weise kleinste
T R T T B I R A Raumnummer zu
* Endpunktes:
> Gib Raum frei
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Horsaal-Belegung — Eine Variante

Theorem:

Diese Strategie |6st das Problem flr
n Intervalle und m Uberlappungen
optimal in Zeit O(nlogn + m).

Wichtig ist nicht nur
das Ende, sondern
auch der Start eines
Intervalls!

1

2 L F i _i2: i b i Bei Erreichen eines
< N N N S R N B B « Startpunktes:
S T Weise kleinste
S Raumnummer zu
* Endpunktes:
> Gib Raum frei
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Bewels

Maximale Anzahl an Intervallen,

Wie viele Raume braucht man mindestens? die sich gleichzeitig tberlappen.

Sei /

° X:: maX(l{IEjilEI}D, <
l

» opt der Wert einer optimalen L6sung,
* alg der Wert der L6sung unserer Strategie

Beobachtung: opt = y

Wir zeigen: alg < y
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Bewels

Beweis per Induktion!
Fur das erste Intervall wird ein Raum bendétigt, und y = 1. Das passt!
Annahme: alg < y fur die ersten i Intervalle.
Betrachte das i + 1-ste Intervall I;,;, welches den Raum k bekommt.
Fall 1: k wurde schon mal vergeben. Nach Annahme gilt weiterhin alg < y
Fall 2: k wurde noch nicht vergeben.

= Zum Zeitpunkt s;,, Uberlappen sich k Intervalle.

>x=k

In beiden Fallen haben wir auch fiir das i + 1-ste Intervall < y Raume benutzt.
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