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Heute

▪ Branch-and-Bound für Knapsack

▪ Euklidisches TSP

▪ Definition

▪ Schranken

▪ Branch-and-Bound

▪ Ausblick: Linear Programming

𝑥1

𝑥2
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Branch-and-Bound

Allgemein:

1. Test auf Zulässigkeit

2. Schranken berechnen

3. Test auf bessere Lösung

4. Verzweigen falls nötig

𝐿 = 𝐿𝐵 𝐼, 𝑏1, … , 𝑏ℓ−1
𝑈 = 𝑈𝐵 𝐼, 𝑏1, … , 𝑏ℓ−1

1. Teste 𝑏𝑙 ≔ 0
2. Teste 𝑏𝑙 ≔ 1



𝑖=1

𝑙−1

𝑏𝑖𝑧𝑖 ≤ 𝑍

MAXIMUM

KNAPSACK

𝐿 > 𝑃?
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Branch-and-Bound

Allgemein:

1. Test auf Zulässigkeit

2. Schranken berechnen

3. Test auf bessere Lösung

4. Verzweigen falls nötig

𝐿 = 𝐿𝐵 𝐼, 𝑏1, … , 𝑏ℓ−1
𝑈 = 𝑈𝐵 𝐼, 𝑏1, … , 𝑏ℓ−1

1. Teste 𝑏𝑙 ≔ 0
2. Teste 𝑏𝑙 ≔ 1



𝑖=1

𝑙−1

𝑏𝑖𝑧𝑖 ≤ 𝑍

MAXIMUM

KNAPSACK

Herausforderung:

Finde gute Schranken, d.h. 

finde kleine obere und 

große untere Schranken.

𝐿 > 𝑃?
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑏1 = 0

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑏1 = 0

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑏1 = 0

𝑃 ≥ 𝑈

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑏1 = 0 𝑏1 = 1

𝑃 ≥ 𝑈

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑏1 = 0 𝑏1 = 1

𝑃 ≥ 𝑈

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑏1 = 0 𝑏1 = 1

𝑏2 = 0𝑃 ≥ 𝑈

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑏1 = 0 𝑏1 = 1

𝑏2 = 0𝑃 ≥ 𝑈

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑏1 = 0 𝑏1 = 1

𝑏2 = 0

𝑏3 = 0

𝑃 ≥ 𝑈

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 33
𝑃 = 34

𝑏1 = 0 𝑏1 = 1

𝑏2 = 0

𝑏3 = 0

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 33
𝑃 = 34

𝑏1 = 0 𝑏1 = 1

𝑏2 = 0

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 33
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑏1 = 0 𝑏1 = 1

𝑏2 = 0

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 33
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑏1 = 0 𝑏1 = 1

𝑏2 = 0

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑏4 = 0

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 33
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 34

𝑃 = 34

𝑏1 = 0 𝑏1 = 1

𝑏2 = 0

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑏4 = 0

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 33
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 34

𝑃 = 34

𝑏1 = 0 𝑏1 = 1

𝑏2 = 0

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑏4 = 0 𝑏4 = 1

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 33
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 34

𝑃 = 34

𝑏1 = 0 𝑏1 = 1

𝑏2 = 0

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑏4 = 0 𝑏4 = 1

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈 unzul.

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 33
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 34

𝑃 = 34

𝑏1 = 0 𝑏1 = 1

𝑏2 = 0 𝑏2 = 1

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑏4 = 0 𝑏4 = 1

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈 unzul.

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 33
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 34

𝑃 = 34

𝑈 = 36
𝑃 = 34

𝑏1 = 0 𝑏1 = 1

𝑏2 = 0 𝑏2 = 1

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑏4 = 0 𝑏4 = 1

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈 unzul.

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 33
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 34

𝑃 = 34

𝑈 = 36
𝑃 = 34

𝑏1 = 0 𝑏1 = 1

𝑏2 = 0 𝑏2 = 1

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑏4 = 0 𝑏4 = 1

𝑏3 = 0

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈 unzul.

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 33
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 34

𝑃 = 34

𝑈 = 36
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑏1 = 0 𝑏1 = 1

𝑏2 = 0 𝑏2 = 1

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑏4 = 0 𝑏4 = 1

𝑏3 = 0

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈 unzul.

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 33
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 34

𝑃 = 34

𝑈 = 36
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑏1 = 0 𝑏1 = 1

𝑏2 = 0 𝑏2 = 1

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑏4 = 0 𝑏4 = 1 𝑏4 = 0

𝑏3 = 0

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈 unzul.

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 33
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 34

𝑃 = 34

𝑈 = 36
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 27
𝑃 = 34

𝑏1 = 0 𝑏1 = 1

𝑏2 = 0 𝑏2 = 1

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑏4 = 0 𝑏4 = 1 𝑏4 = 0

𝑏3 = 0

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈 unzul. 𝑃 ≥ 𝑈

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 33
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 34

𝑃 = 34

𝑈 = 36
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 27
𝑃 = 34

𝑏1 = 0 𝑏1 = 1

𝑏2 = 0 𝑏2 = 1

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑏4 = 0 𝑏4 = 1 𝑏4 = 0 𝑏4 = 1

𝑏3 = 0

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈 unzul. 𝑃 ≥ 𝑈

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 33
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 34

𝑃 = 34

𝑈 = 36
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 27
𝑃 = 34

𝑏1 = 0 𝑏1 = 1

𝑏2 = 0 𝑏2 = 1

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑏4 = 0 𝑏4 = 1 𝑏4 = 0 𝑏4 = 1

𝑏3 = 0

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈 unzul. 𝑃 ≥ 𝑈 unzul.

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 33
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 34

𝑃 = 34

𝑈 = 36
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 27
𝑃 = 34

𝑏1 = 0 𝑏1 = 1

𝑏2 = 0 𝑏2 = 1

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑏4 = 0 𝑏4 = 1 𝑏4 = 0 𝑏4 = 1

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈 unzul. 𝑃 ≥ 𝑈 unzul.

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 33
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 34

𝑃 = 34

𝑈 = 36
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 27
𝑃 = 34

𝑈 = 36
𝑃 = 34

𝑏1 = 0 𝑏1 = 1

𝑏2 = 0 𝑏2 = 1

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑏4 = 0 𝑏4 = 1 𝑏4 = 0 𝑏4 = 1

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈 unzul. 𝑃 ≥ 𝑈 unzul.

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 33
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 34

𝑃 = 34

𝑈 = 36
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 27
𝑃 = 34

𝑈 = 36
𝑃 = 34

𝑏1 = 0 𝑏1 = 1

𝑏2 = 0 𝑏2 = 1

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑏4 = 0 𝑏4 = 1 𝑏4 = 0 𝑏4 = 1 𝑏4 = 0

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈 unzul. 𝑃 ≥ 𝑈 unzul.

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 33
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 34

𝑃 = 34

𝑈 = 36
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 27
𝑃 = 34

𝑈 = 36
𝑃 = 34

𝑈 = 36
𝑃 = 34

𝑏1 = 0 𝑏1 = 1

𝑏2 = 0 𝑏2 = 1

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑏4 = 0 𝑏4 = 1 𝑏4 = 0 𝑏4 = 1 𝑏4 = 0

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈 unzul. 𝑃 ≥ 𝑈 unzul.

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 33
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 34

𝑃 = 34

𝑈 = 36
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 27
𝑃 = 34

𝑈 = 36
𝑃 = 34

𝑈 = 36
𝑃 = 34

𝑏1 = 0 𝑏1 = 1

𝑏2 = 0 𝑏2 = 1

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑏4 = 0 𝑏4 = 1 𝑏4 = 0 𝑏4 = 1 𝑏4 = 0

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑏5 = 0

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈 unzul. 𝑃 ≥ 𝑈 unzul.

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 33
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 34

𝑃 = 34

𝑈 = 36
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 27
𝑃 = 34

𝑈 = 36
𝑃 = 34

𝑈 = 36
𝑃 = 34

𝑏1 = 0 𝑏1 = 1

𝑏2 = 0 𝑏2 = 1

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑏4 = 0 𝑏4 = 1 𝑏4 = 0 𝑏4 = 1 𝑏4 = 0

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑏5 = 0

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈 unzul. 𝑃 ≥ 𝑈 unzul.

Blatt

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 33
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 34

𝑃 = 34

𝑈 = 36
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 27
𝑃 = 34

𝑈 = 36
𝑃 = 34

𝑈 = 36
𝑃 = 34

𝑏1 = 0 𝑏1 = 1

𝑏2 = 0 𝑏2 = 1

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑏4 = 0 𝑏4 = 1 𝑏4 = 0 𝑏4 = 1 𝑏4 = 0

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑏5 = 0 𝑏5 = 1

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈 unzul. 𝑃 ≥ 𝑈 unzul.

Blatt unzul.

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Branch-and-Bound – Beispiel

𝒊 1 2 3 4 5

𝒛𝒊 11 5 13 18 9

𝒑𝒊 14 6 13 16 7

𝑍 = 33𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 32
𝑃 = 33

𝑈 = 36
𝑃 = 33

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 33
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 34

𝑃 = 34

𝑈 = 36
𝑃 = 34

𝑈 = 35
𝑃 = 34

𝑈 = 27
𝑃 = 34

𝑈 = 36
𝑃 = 34

𝑈 = 36
𝑃 = 34

𝑏1 = 0 𝑏1 = 1

𝑏2 = 0 𝑏2 = 1

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑏4 = 0 𝑏4 = 1 𝑏4 = 0 𝑏4 = 1 𝑏4 = 0 𝑏4 = 1

𝑏3 = 0 𝑏3 = 1

𝑏5 = 0 𝑏5 = 1

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈

𝑃 ≥ 𝑈 unzul. 𝑃 ≥ 𝑈 unzul.

Blatt unzul.

unzul.

Menge Wert

{1,2,3} 33

{1,3,5} 34
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Euclidean Traveling

Salesman Problem

Gegeben: 

Punkte 𝑝1, … , 𝑝𝑛 ∈ ℝ
2

Gesucht:

Permutation 𝜋 mit



𝑖=1

𝑛

𝑝𝜋 𝑖 − 𝑝𝜋 𝑖+1 2

minimal. Dabei ist 𝑝𝜋 𝑛+1 = 𝑝𝜋(1). 

Finde also eine kürzeste Rundreise, 

die alle Punkte besucht.
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Euclidean Traveling

Salesman Problem

Gegeben: 

Punkte 𝑝1, … , 𝑝𝑛 ∈ ℝ
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Permutation 𝜋 mit
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minimal. Dabei ist 𝑝𝜋 𝑛+1 = 𝑝𝜋(1). 

Finde also eine kürzeste Rundreise, 

die alle Punkte besucht.
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Euclidean Traveling

Salesman Problem

Gegeben: 

Punkte 𝑝1, … , 𝑝𝑛 ∈ ℝ
2

Gesucht:

Permutation 𝜋 mit



𝑖=1

𝑛

𝑝𝜋 𝑖 − 𝑝𝜋 𝑖+1 2

minimal. Dabei ist 𝑝𝜋 𝑛+1 = 𝑝𝜋(1). 

Finde also eine kürzeste Rundreise, 

die alle Punkte besucht.
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Euclidean Traveling

Salesman Problem

Gegeben: 

Punkte 𝑝1, … , 𝑝𝑛 ∈ ℝ
2

Gesucht:

Permutation 𝜋 mit



𝑖=1

𝑛

𝑝𝜋 𝑖 − 𝑝𝜋 𝑖+1 2

minimal. Dabei ist 𝑝𝜋 𝑛+1 = 𝑝𝜋(1). 

Finde also eine kürzeste Rundreise, 

die alle Punkte besucht.

https://imgs.xkcd.com/comics/travelling_salesman_problem.png
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ETSP – Schranken

Untere 

Schranke
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ETSP – Schranken

Untere 

Schranke

Summe der 𝑛
kürzesten 

Kanten
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ETSP – Schranken

Untere 

Schranke

Summe der 𝑛
kürzesten 

Kanten

Hälfte der Summe 

der zwei kleinsten 

Kanten pro 

Knoten
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ETSP – Schranken

Untere 

Schranke

1x Minimal 

aufspannender 

Baum

Summe der 𝑛
kürzesten 

Kanten

Hälfte der Summe 

der zwei kleinsten 

Kanten pro 

Knoten
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ETSP – Schranken

Untere 

Schranke

1x Minimal 

aufspannender 

Baum

Summe der 𝑛
kürzesten 

Kanten

…

Hälfte der Summe 

der zwei kleinsten 

Kanten pro 

Knoten
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ETSP – Schranken

Obere 

Schranke

Untere 

Schranke

1x Minimal 

aufspannender 

Baum

Summe der 𝑛
kürzesten 

Kanten

…

Hälfte der Summe 

der zwei kleinsten 

Kanten pro 

Knoten
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ETSP – Schranken

Obere 

Schranke

Untere 

Schranke

1x Minimal 

aufspannender 

Baum

Summe der 𝑛
kürzesten 

Kanten

…Jede zulässige

Lösung

Hälfte der Summe 

der zwei kleinsten 

Kanten pro 

Knoten
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ETSP – Schranken

Obere 

Schranke

Untere 

Schranke

1x Minimal 

aufspannender 

Baum

Summe der 𝑛
kürzesten 

Kanten

…Jede zulässige

Lösung

Greedy
Hälfte der Summe 

der zwei kleinsten 

Kanten pro 

Knoten



Arne Schmidt | Übung #3 | B&B, ETSP | Seite 50

ETSP – Schranken

Obere 

Schranke

Untere 

Schranke

1x Minimal 

aufspannender 

Baum

Summe der 𝑛
kürzesten 

Kanten

…Jede zulässige

Lösung

Greedy
Hälfte der Summe 

der zwei kleinsten 

Kanten pro 

Knoten

2-OPT
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ETSP – Schranken

Obere 

Schranke

Untere 

Schranke

2x Minimal 

aufspannender 

Baum 1x Minimal 

aufspannender 

Baum

Summe der 𝑛
kürzesten 

Kanten

…Jede zulässige

Lösung

Greedy
Hälfte der Summe 

der zwei kleinsten 

Kanten pro 

Knoten

2-OPT
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ETSP – Untere Schranken

Summe der 𝑛
kürzesten Kanten

Hälfte der 

Summe der zwei 

kleinsten Kanten 

pro Knoten

1x Minimal 

aufspannender 

Baum

(+𝑛. kürzeste Kante)
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ETSP – Obere Schranken

Greedy
Nearest-Neighbor

Starte bei 𝑝1 und gehe iterativ 

zum nächstgelegenen Punkt.
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ETSP – Obere Schranken

Greedy
Nearest-Neighbor

Starte bei 𝑝1 und gehe iterativ 

zum nächstgelegenen Punkt.
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ETSP – Obere Schranken

Greedy
Nearest-Neighbor

Starte bei 𝑝1 und gehe iterativ 

zum nächstgelegenen Punkt.
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ETSP – Obere Schranken

Greedy
Nearest-Neighbor

Starte bei 𝑝1 und gehe iterativ 

zum nächstgelegenen Punkt.
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ETSP – Obere Schranken

Greedy
Nearest-Neighbor

Starte bei 𝑝1 und gehe iterativ 

zum nächstgelegenen Punkt.



Arne Schmidt | Übung #3 | B&B, ETSP | Seite 58

ETSP – Obere Schranken

Greedy
Nearest-Neighbor

Starte bei 𝑝1 und gehe iterativ 

zum nächstgelegenen Punkt.
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ETSP – Obere Schranken

Greedy
Nearest-Neighbor

Starte bei 𝑝1 und gehe iterativ 

zum nächstgelegenen Punkt.



Arne Schmidt | Übung #3 | B&B, ETSP | Seite 60

ETSP – Obere Schranken

Greedy
Nearest-Neighbor

Starte bei 𝑝1 und gehe iterativ 

zum nächstgelegenen Punkt.
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ETSP – Obere Schranken

Greedy
Nearest-Neighbor

Starte bei 𝑝1 und gehe iterativ 

zum nächstgelegenen Punkt.

2-OPT

In einer beliebigen Tour, tausche 

zwei existierende Kanten mit zwei 

nicht-existierenden Kanten, um 

eine bessere Tour zu erhalten.
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ETSP – Obere Schranken
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2-OPT
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ETSP – Obere Schranken

Greedy
Nearest-Neighbor

Starte bei 𝑝1 und gehe iterativ 

zum nächstgelegenen Punkt.

2-OPT

In einer beliebigen Tour, tausche 

zwei existierende Kanten mit zwei 

nicht-existierenden Kanten, um 

eine bessere Tour zu erhalten.
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ETSP – Obere Schranken

Greedy
Nearest-Neighbor

Starte bei 𝑝1 und gehe iterativ 

zum nächstgelegenen Punkt.

2-OPT

In einer beliebigen Tour, tausche 

zwei existierende Kanten mit zwei 

nicht-existierenden Kanten, um 

eine bessere Tour zu erhalten.
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ETSP – Obere Schranken

Greedy
Nearest-Neighbor

Starte bei 𝑝1 und gehe iterativ 

zum nächstgelegenen Punkt.

2-OPT

In einer beliebigen Tour, tausche 

zwei existierende Kanten mit zwei 

nicht-existierenden Kanten, um 

eine bessere Tour zu erhalten.
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ETSP – Obere Schranken

Greedy
Nearest-Neighbor

Starte bei 𝑝1 und gehe iterativ 

zum nächstgelegenen Punkt.

2-OPT

In einer beliebigen Tour, tausche 

zwei existierende Kanten mit zwei 

nicht-existierenden Kanten, um 

eine bessere Tour zu erhalten.
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ETSP – Branch-and-Bound

Zunächst: Worüber verzweigen? Wo können wir Entscheidungen treffen?
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ETSP – Branch-and-Bound

Zunächst: Worüber verzweigen? Wo können wir Entscheidungen treffen?

Knoten? Kanten? Teilkreise? 
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ETSP – Branch-and-Bound

Zunächst: Worüber verzweigen? Wo können wir Entscheidungen treffen?

Knoten? Kanten? Teilkreise? 

(Teil-)Kreise/

Pfade

Also alle Permutationen testen?

Vorgänger von Knoten raten? 

Wie kann ich darüber Schranken 

finden?
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ETSP – Branch-and-Bound

Zunächst: Worüber verzweigen? Wo können wir Entscheidungen treffen?

Knoten? Kanten? Teilkreise? 

(Teil-)Kreise/

Pfade
Knoten

Also alle Permutationen testen?

Vorgänger von Knoten raten? 

Wie kann ich darüber Schranken 

finden?
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ETSP – Branch-and-Bound

Zunächst: Worüber verzweigen? Wo können wir Entscheidungen treffen?

Knoten? Kanten? Teilkreise? 

(Teil-)Kreise/

Pfade
Knoten

Also alle Permutationen testen?

Vorgänger von Knoten raten? 

Wie kann ich darüber Schranken 

finden?

Entscheide für jeden Knoten, 

wann er besucht wird.

Verschiedene Knoten dürfen nicht 

gleichzeitig besucht werden.
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ETSP – Branch-and-Bound

Zunächst: Worüber verzweigen? Wo können wir Entscheidungen treffen?

Knoten? Kanten? Teilkreise? 

(Teil-)Kreise/

Pfade
KantenKnoten

Also alle Permutationen testen?

Vorgänger von Knoten raten? 

Wie kann ich darüber Schranken 

finden?

Entscheide für jeden Knoten, 

wann er besucht wird.

Verschiedene Knoten dürfen nicht 

gleichzeitig besucht werden.
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ETSP – Branch-and-Bound

Zunächst: Worüber verzweigen? Wo können wir Entscheidungen treffen?

Knoten? Kanten? Teilkreise? 

(Teil-)Kreise/

Pfade
KantenKnoten

Also alle Permutationen testen?

Vorgänger von Knoten raten? 

Wie kann ich darüber Schranken 

finden?

Kante ist entweder da, oder nicht.

Entscheidungen sind unabhängig.

Einfach Schranken zu finden.

Entscheide für jeden Knoten, 

wann er besucht wird.

Verschiedene Knoten dürfen nicht 

gleichzeitig besucht werden.
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ETSP – zulässige Teillösungen

Betrachte eine beliebige Reihenfolge der Kanten. Sei 𝑥𝑖 ∈ {0,1} die Entscheidungsvariable 

für die 𝑖-te Kante.

Wann ist eine Auswahl von Kanten nicht zulässig?
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ETSP – zulässige Teillösungen

Betrachte eine beliebige Reihenfolge der Kanten. Sei 𝑥𝑖 ∈ {0,1} die Entscheidungsvariable 

für die 𝑖-te Kante.

Wann ist eine Auswahl von Kanten nicht zulässig?

1. Maximal 𝑛 Kanten ausgewählt, also
σ𝑖 𝑥𝑖 ≤ 𝑛
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ETSP – zulässige Teillösungen

Betrachte eine beliebige Reihenfolge der Kanten. Sei 𝑥𝑖 ∈ {0,1} die Entscheidungsvariable 

für die 𝑖-te Kante.

Wann ist eine Auswahl von Kanten nicht zulässig?

1. Maximal 𝑛 Kanten ausgewählt, also
σ𝑖 𝑥𝑖 ≤ 𝑛

2. An jedem Punkt 𝑣 dürfen nur zwei Kanten liegen, 

also
σ𝑖∈𝛿(𝑣) 𝑥𝑖 ≤ 2
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ETSP – zulässige Teillösungen

Betrachte eine beliebige Reihenfolge der Kanten. Sei 𝑥𝑖 ∈ {0,1} die Entscheidungsvariable 

für die 𝑖-te Kante.

Wann ist eine Auswahl von Kanten nicht zulässig?

1. Maximal 𝑛 Kanten ausgewählt, also
σ𝑖 𝑥𝑖 ≤ 𝑛

2. An jedem Punkt 𝑣 dürfen nur zwei Kanten liegen, 

also
σ𝑖∈𝛿(𝑣) 𝑥𝑖 ≤ 2

3. Falls < 𝑛 Kanten ausgewählt sind, darf kein Kreis 

existieren. (Erkennbar mit BFS/DFS aus AuD)
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ETSP – zulässige Teillösungen

Betrachte eine beliebige Reihenfolge der Kanten. Sei 𝑥𝑖 ∈ {0,1} die Entscheidungsvariable 

für die 𝑖-te Kante.

Wann ist eine Auswahl von Kanten nicht zulässig?

1. Maximal 𝑛 Kanten ausgewählt, also
σ𝑖 𝑥𝑖 ≤ 𝑛

2. An jedem Punkt 𝑣 dürfen nur zwei Kanten liegen, 

also
σ𝑖∈𝛿(𝑣) 𝑥𝑖 ≤ 2

3. Falls < 𝑛 Kanten ausgewählt sind, darf kein Kreis 

existieren. (Erkennbar mit BFS/DFS aus AuD)

4. Falls = 𝑛 Kanten ausgewählt sind, muss exakt 

ein Kreis existieren. (Wieder mit BFS/DFS)
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ein Kreis existieren. (Wieder mit BFS/DFS)

5. Es dürfen sich keine zwei Kanten schneiden.
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ETSP – zulässige Teillösungen

Betrachte eine beliebige Reihenfolge der Kanten. Sei 𝑥𝑖 ∈ {0,1} die Entscheidungsvariable 

für die 𝑖-te Kante.

Wann ist eine Auswahl von Kanten nicht zulässig?

1. Maximal 𝑛 Kanten ausgewählt, also
σ𝑖 𝑥𝑖 ≤ 𝑛

2. An jedem Punkt 𝑣 dürfen nur zwei Kanten liegen, 

also
σ𝑖∈𝛿(𝑣) 𝑥𝑖 ≤ 2

3. Falls < 𝑛 Kanten ausgewählt sind, darf kein Kreis 

existieren. (Erkennbar mit BFS/DFS aus AuD)

4. Falls = 𝑛 Kanten ausgewählt sind, muss exakt 

ein Kreis existieren. (Wieder mit BFS/DFS)

5. Es dürfen sich keine zwei Kanten schneiden.

Die grünen bzw. braunen 

Kanten sind höchstens so 

lang wie die schwarzen. 

Grund: Dreiecksungleichung

𝑑 𝑎, 𝑏 + 𝑑 𝑏, 𝑐 ≥ 𝑑(𝑎, 𝑐)
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ETSP – Linear/Integer Programming

Wie löst man ETSP in der Praxis? Dazu eignet sich lineare 

Optimierung. Man stellt ein (Un-)Gleichungssystem mit 𝑚
Variablen in der folgenden Form auf:

min 𝑐𝑇𝑥
s.t. 𝐴𝑥 ≤ 𝑏

𝑥 ∈ ℝ𝑚

𝑥1

𝑥2

Beispiel:

min 2𝑥1 − 5𝑥2
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Solver für LPs/IPs:

ETSP – Linear/Integer Programming

min σ𝑒∈𝐸 𝑐𝑒𝑥𝑒
s.t. σ𝑒∈𝛿 𝑣 𝑥𝑒 = 2, ∀𝑣 ∈ 𝑃

σ𝑒∈𝛿 𝑆 𝑥𝑒 ≥ 2, ∀∅ ≠ 𝑆 ⊊ 𝑃

𝑥 ∈ {0,1}𝑚

Für ETSP:

𝑥1

𝑥2
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Solver für LPs/IPs:

ETSP – Linear/Integer Programming
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𝑥1
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Wie findet man die roten 

Punkte?

Antwort: Branch-and-Cut
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Solver für LPs/IPs:

ETSP – Linear/Integer Programming

min σ𝑒∈𝐸 𝑐𝑒𝑥𝑒
s.t. σ𝑒∈𝛿 𝑣 𝑥𝑒 = 2, ∀𝑣 ∈ 𝑃

σ𝑒∈𝛿 𝑆 𝑥𝑒 ≥ 2, ∀∅ ≠ 𝑆 ⊊ 𝑃

𝑥 ∈ {0,1}𝑚

Für ETSP:

𝑥1

𝑥2

Für eine untere Schranke benutzt 

man 𝑥 ∈ [0,1]𝑚 statt 𝑥 ∈ {0,1}𝑚

Wie man solche LPs/IPs lösen 

kann, erfahrt ihr in MMA!

Wie findet man die roten 

Punkte?

Antwort: Branch-and-Cut
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ETSP – Wie gut seid ihr?

Jetzt seid ihr dran!


