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1 RUCKSACKPROBLEME

1.1 AUFGABENSTELLUNGEN

Beispiel 1.1 (Eine Klausursituation). Informatikstudent Knut Donald sitzt in einer Klausur,
welche 150 Minuten dauert. Es gibt maximal 100 Punkte und es werden 50 Punkte benotigt um
die Klausur zu bestehen. Nach 30 Minuten hat Knut 6 sichere Punkte und 10 Punkte, die er nicht
kann - und einen Uberblick iiber die restlichen Teilaufgaben:

i Aufgabe 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 | 14 |15 | 16
Z; Zeit 20 |32 |40 |8 16 | 4 32 |40 |8 32 128 [20 | 16 | 20 | 40 |24
pi Punkte 3 3 10 |5 2 4 2 9 2 5 3 9 10 |3 10 | 4

Es gibt also noch 84 Punkte - Zeit dafiir sind aber 380 Minuten; es verbleiben allerdings nur 120
Minuten. Kann Knut die Klausur bestehen?

Gesucht ist also:

Eine Menge S C {1,..., 16} mit }};cq z; < 120 und };cq p; > 44

Beobachtungen:

Viele Punkte alleine reichen noch nicht - die Zeit ist auch wichtig!

Er braucht wertvolle Aufgaben, d.h. moglichst viele Punkte pro Zeiteinheit

(Mit scharfen Blick erkennt man: Aufgabe 6 ist sehr wertvoll, 1 min pro Punkt; Aufgaben 4 und
13 sind wertvoll, nur 1,6 min pro Punkt; Aufgabe 7 ist wertlos, 16 min pro Punkt!)

Insgesamt ist die ganze Sache uniibersichtlich! Es gibt 2'® = 65.536 mogliche Losungen. Weite-
res Problem: die Zeit lduft, wir brauchen ein schnelles Verfahren!

Zum Beispiel nach Wert (127') sortieren:

i

i 6 4 13 112 |9 3 15 |8 16 |10 |1 14 |5 11 |2 7
Zi 4 8 16 | 20 | 8 40 |40 |40 |24 |32 |20 |20 |16 |28 |32 |32
Di 4 5 10 |9 2 10 |10 |9 4 5 3 3 2 3 3 2

Dies liefert
S =1{6,4,13,12,9,3,16}

mit
> u=120
i€S

und
Dipi=44
i€S

Allerdings hat diese Planung Zeit gekostet...
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Schauen wir uns die Klausursituation formal an:

Problem 1.2 (Rucksackproblem, 0-1-KNapsack).

Gegeben:
m 1 Objekte 1, ..., n mit jeweils Grifle z; Gewinn p;
m Grofienschranke Z

m Gewinnschranke P

Gesucht:
Eine Menge
Scil,..n}
mit
Z i <72
ieS
und
Z pi=> P
€S

Es interessiert uns also nur, ob ein gewisser Wert erreicht werden kann. Ein Algorithmus fiir
Problem [T.2] gibt uns also irgendeine Losung, die die Bedingungen erfiillt. Man ist aber unter
Umsténden an einer Losung interessiert, die den hochsten Wert erzielt. Das motiviert folgendes
Problem:

Satz 1.2 (Maxmmum KNAPSACK).
Gegeben:

m 5 Objekte 1, ..., n mit jeweils Grifle z; Gewinn p;
m Grofienschranke Z

Gesucht:
Eine Menge
Scil,..n}
mit
Z zi<Z
i€S
und

Z pi = Maximal

i€S
Bei Problem[T.2]und [I.2”| miissen die Objekte entweder ganz oder gar nicht genommen werden.
Gegebenenfalls konnen die Objekte aber geteilt werden. Beispielsweise gibt es bei Klausuraufga-
ben Teilpunkte fiir teilweise geloste Aufgaben. Dadurch erhalten wir folgendes Problem:
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Problem 1.3 ( FractioNAL KNAPSACK).

Gegeben:
m n Objekte 1, ...,n mit jeweils Grofie z; > 0 Gewinn p; > 0
m Grofienschranke Z

Gesucht:

Fiir jedes Objekt ein Wert
X; € [O, 1]

n
Z zix; <7
i=1

sodass

und

n
Z pixi = Maximal
i=1

Beobachtung: Relativ einfach Iosbar!

Algorithmus 1.4. (Greedy-Algorithmus)

Eingabe: z;,...,2,,7Z, pi, ..., Pn
Ausgabe: x;,...,x, € [0,1]

mit
n
Z 7ixi < Z
i=1

und
n

Z pixi = Maximal
i=1
1: Sortiere {1,...,n} nach [ZT’ aufsteigend;

Dies ergibt die Permutation (1), ...,m(n).

Setze j = 1.
2: while ( {:1 Zn(i) < Z)do
3 )=
ji=j+1 |
Z-31" i
5: Setze Xn(j) 1= ;1”(1)
Zn(j)

6: return

Satz 1.5. Algorithmus([I.4liefert eine optimale Losung fiir Problem[I.3]

n
Beweis. Zunichst zeigen wir, dass | x;z; < Z ist. Sei j* der letzte Index, fiir den die while-
i=1
J=1
Bedingung iiberpriift wird. Nach Konstruktion ist daher >} X;(;)zz(;) < Z. AuBerdem ist x(j-) =
i=1
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Z= X (i) (i . e ' .
_Zn(j » alsO ISt Xy () Za(jo) = Z - '21 Xn(i)Zn(i) UNd damit Xz () 2(j+) + '21 Xn(iyan(i) = Z-
i= =
n
Da xy(jeq1) = -+ = Xg(y) = 0, ist somit auch )} x;z; = Z.

i=1
Es bleibt noch zu zeigen, dass die berechnete Losung bestmdoglich ist. Wihle j* wie oben. Es

gilt 0 < x;(;+) < 1. Angenommen x wére nicht optimal; dann betrachte unter allen optimalen
Losungen eine solche Losung x*, fiir die }}" , |x, X ’ minimal ist. Wegen Z Xipi < Z X' pi
=1

und p; > 0 miisste ein k € {1, ..., n} existieren, sodass xﬂ(k)

< . .. b < . .

(k) 1 galte miisste j* < k < n gelten. Wire nun x”(J) x

Jj < j*, so folgte aus Z x;zi = Z und x* (k) > Xn(k) sowie zx > 0 der Widerspruch 3 x7z; > Z;
z 1 i=1

also gibe es ein £ < j* mit xﬂ( 0 < Xn(0)-

> Xr(k)} dafurallek<J —lsowohl

Xr(x) = 1 als auch x* > xg ;) fir alle

3k

. . i o
Sei nun £ < min {x,r(g) - x* ® (x )} Dann wire x*

7(0) ey \n(k) T Frk) a(e) T8 S Xn(ey und X7 —
SZEZ > Xn(k)- Wir erhielten eine Losung ¥ = |xj,.. .,x*( 0 +e,.. .,x;(k) —8252)(;) mit
n
. Px
Wert Z Xipi = Z X; Pi + €Pr(e) — sp,,(k) (: Wegen ¢ < k wire & ;2 > szﬂ((:; , WOTaus £py(s) —

n(l)
Zn(k)

EPn(k ) P > ‘21 X pi, d.h. X wiire auch optimal. Wegen
i=

D M=xl = > 5 =l e = e+ ety — e

i=1 i#n(0), (k)
= Z ' X; x,|+| +e—x, |—|— SZ”({;) - ﬂ(k)‘
i#n(€), x(k) (k)
* % Zﬂ(f)
- i = xi] =+ [ ) = ()| = Xa(i)| -
2 e = e 0 =] =o 7

n
% Z”(g)
:Z|xi —x|-e—e—=
Z
i—1 (k)

n n
hitten wir damit eine Optimallésung X, fiir die )] |5 — x; X = xi| gilt. Das ist ein Wider-
i=1 =1

spruch zur Annahme. Also muss x optimal sein. O

Betrachten wir erneut Beispiel [I.1}
Mit dem Algorithmus erhalten wir eine Losung mit Wert

n
> pixi =46
i=1

X6 = X4 = X|3 = X|2 = X9 = x3 = 1
X15:0,6
X§g=X16=X|10=X| = X4 =X5 =X1] =X =x7=0
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Problem: Fraktional ist nicht immer moglich! Zum Beispiel sollte ein Kunstriuber seinen Ruck-
sack nicht mit kleingeschnittenen Gemaélden vollpacken. Dadurch verliert er Wert.
Schauen wir uns weitere Problemvarianten an:

Problem 1.6 (INTEGER KNAPSACK).

Gegeben:
m n Objekte 1, ..., n mit jeweils Grofle z; Gewinn p;
m Grofienschranke Z

Gesucht:

Fiir jedes Objekt ein Wert

X; € N
mit
n
Z Zix; <7
i=1
und

n
Z pixi = Maximal

i=1
Spezialfall: Alle Gewinndichten gleich!

Problem 1.7.
Gegeben:

m 1 Objekte 1, ..., n mit jeweils GroBe z;

m GroBenschranke Z

Gesucht:
Eine Menge
Scil,..n}
mit
Z i <Z
i€S
und

Z z; = Maximal
ieS

Spezialfall davon:
Problem 1.8 (SuBseT Sum).

Gegeben:

m 5 Objekte 1, ..., n mit jeweils Grofle z;



m Zielgrofie Z

Gesucht:

Eine Menge

Ein weiterer Spezialfall:
Problem 1.9 (PARTITION).

Gegeben:

m 5 Objekte 1, ..., n mit jeweils Grofle z;

Gesucht:

Eine Menge

mit
i€S igS

1.2 Ein Beispiel

Beispiel 1.10.

Partition fiir {zy, ..., 29} = {7, 13,17, 20,29, 31,31, 35,57}
Gesamtsumme: 240

(Es gibt keine leicht zu erkenende Losung

Wie kann man feststellen,dass es keine Losung gibt?- Ziel: 120
Betrachte: 57?7 0.B.d.A: 57 |___
Ziel: 63
Betrachte: 35?
Ziel: 28
Betrachte: 20?7 -> nein
Betrachte: 17?7 -> nein
Betrachte: 13? -> nein
Betrachte: 07?7 -> nein

Also: 57, |35,
Betrachte: 31?

1.2 EiN BEISPIEL
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Ziel: 32

Betrachte: 31? -> nein
Betrachte: 29? -> nein
Betrachte: 20? -> nein
Betrachte: 177 -> nein

Also: 57, | 35,31,31,
Betrachte: 29?

Ziel: 34
Betrachte: 20? -> nein

Betrachte: 17?7 -> nein
Betrachte: 13? -> nein
Betrachte: 07? -> nein

Also: 57, |35,31,31,29,

Auf der rechten Seite befinden sich nun eine Summe von >120. Wir haben also durch systema-
tisches Ausprobieren herausgefunden, dass eine Partition nicht moglich ist. Das Grundprinzip,
das wir benutzt haben, ist eine Riickwdrtsrekursion, d.h. wir nehmen eine Instanz und teilen sie
in kleinere Instanzen auf. Der Vorteil ist: es funktioniert. Allerdings miissen exponentiell viele
Teilmengen durchprobiert werden. Durch das Ausprobieren konnen wir einen Entscheidungs-
baum konstruieren: Soll eine Zahl in die rechte Teilmenge, so wird eine Kante nach rechts-unten
gezeichnet. Soll sie in die linke, so wird eine Kante nach links-unten gezeichnet.

57
35 35
31 31 31 31
31 31 31 31 31 31 31 31

Wie konnen wir das verbessern?

m Schneide Teilbdzume ab wenn moglich. Das erlaubt zwar Einsparungen, bleibt aber im
schlimmsten Fall exponentiell.

7
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m Betrachte nicht Riickwirtsrekursion (d.h. Stufenweise ausprobieren, wobei groflere Tei-
linstanzen auf kleinere Teilinstanzen reduziert werden), sondern Vorwiértsrekursion. Baue

groBere Losungen aus kleineren auf!

Beispiel 1.10A.
Schauen wir uns folgende Situation an:

MY HOBBY:
EMBEDDING NP-(OMPLETE PROBLEMS IN RESTAURANT ORDERS

WED LIKE EXACTLY $15. 05

] + CHOTCHKIES RESTAURAMNT WORTH OF APPETIZERS, PLEASE.
1 .. EXACTLY? JHH ...

«— APPENZERS ——
MIXED FRUIT 2.15 HERE, THESE PAPERS ON THE. KNAFSACK, )
PROBLEM MIGHT HELP YOU OUT.
FRENCH FRIES 275 \ LISTEN, T HAVE Six OTER
~ 7S FAST AS PUSSIBLE. OF (URSE. WANT
HOT WINGS 3.55 SOMETHING ON TRAVELING SALESHAN?

MOZZAREUA STICKS  4.20

SA PAE 580 \
MPLER "%ﬁ?ﬁ%% %

— SANDWICHES ~
RABEENE L 5T

Abbildung 1.1: xked #287

Fragen:

m Wie lautet eine mogliche Kombination?

m Wie gut oder schlecht ist der Greedy-Algorithmus [T.4] fiir 0-1-Knapsack?

m Wie kann man den Algorithmus erweitern/modifizieren, damit er eine bessere Leistung

garantiert?

Grof3e Fragen:

® Wie bekommt man diese Probleme besser in den Griff?

m Wie schwierig kann das werden - bzw. wie lange benéotigt das Losen?
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1.3 Dynamisches Programmieren
1.3.1 Subset Sum

Betrachte folgende Zahlen in aufsteigender Reihenfolge:
21, 20] = [7,13,17,20,29,31,31,35,57]

Teste fiir Zahl x, ob sie mit den ersten i Summanden erzeugt werden kann.

1, falls x mit zy, ..., z; erzeugt werden kann
S (x,0) = ! ¢
0, sonst
I, firx=0
S(x,0) =
0, sonst
I, fiirx=0oderx=7
S(x,1) =
0, sonst
1, firx=0,7,13,20
S (x,2) =
0, sonst
1, fiirx=0,7,13,20,17,24,30,37
S (x,3) =
0, sonst
Die Werte von . (x, i) kdnnen wir in einer Tabelle festhalten:
_x01233567...1314151617181920...240
i
0{1 0 0 000 0O 0o 0 0 0 0O 0 0 O 0
t1fj1t o 000001 .. 0 0 O O O O O O 0
2/1. 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0
3/1. 0 0 0 0 0 0 1 1 0o 0 0 1 0 o0 1 0

Das lisst sich verallgemeinern. Wir erhalten folgende Update-Regeln:

Z(x,0) =0, firalle x € {1,..., Z};.(0,0) = 1
F(xi-1)=1= S (xi) =1
L(x—zi-1)=1= 7 (xi)=1

Algorithmus 1.11 (Dynamic Programming fiir SUBSET Sum).

Eingabe: Zahlen zy,...,z, mit 3}z = Z
Ausgabe: Boolesche Funktion . : {0, ...,Z} x {0, ...,n} — {0, 1}

mit . (x,i) = {

1, falls x mit z1, ..., z; erzeugt werden kann

0, sonst

1: #(0,0) := 1
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2: for (x=1) to Zdo

3 Z(x,0) :=0;

4: for (i=1) tondo

5 for (x=0)toz;—1do

6 S (x,0) =S (x,i—1);

7. for (x=1z;) to Zdo

8: if (L (x,i-=1)=1)OR (S ((x—2z),i—1) =1)) then
9: S(x,0) = 1;

10: else

11: S (x,i) = 0;

12: return

Satz 1.12. Algorithmus lést das Problem Susser Sum. Die Lauzeit ist O(Z - n).

Beweis. Wir beweisen den Satz mit vollstandiger Induktion iiber die Anzahl der Elemente n. Fiir
n = 0 ist die Initialisierung korrekt. Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass .’ (x,i— 1)
fiir alle Zahlen x korrekt ist. Dann betrachten wir im Schritt 2 (Zeilen 7-9) die Moglichkeiten der

Erzeugung von x mit z, ..., Z;.
(D) z; wird nicht verwendet = x kann mit zy, ..., z;— erzeugt werden.
(II) z; wird verwendet = x — z; kann mit zy, ..., z;—; erzeugt werden.

Genau das macht der Algorithmus in Schritt 2. Daher gilt auch, dass .7 (x, i) korrekt ist. Die
Laufzeit ist klar. o

1.3.2 Dynamic Programming flir Rucksackprobleme

Bei Rucksackproblemen haben wir nicht nur Objekte i einer gewissen GroBe z;, sondern noch

mehr:
m Objekte 1,...,n
m Kosten z1, ..., 2y
m Nutzen pi, ..., Pu

Auch darauf lidsst sich Dynamic Programming anwenden! Betrachte dazu nicht nur .%(x, i)
sondern auch P(x, i). Das ist der hochste Nutzen, der sich mit den Objekten 1,...,i erzielen lésst,
wenn die Kosten auf x begrenzt sind. Nehmen wir an, P(x, i — 1) ist fiir alle x € {0, ..., Z} bekannt.
Betrachte nun Objekt i mit Kosten z; und Nutzen p;. Dann gibt es folgende Moglichkeiten:

1. Objekt i ist zu teuer fiir Kostenschranke x, falls z; < x
2. Objekt i ist nicht zu teuer, bringt aber keine Verbesserung

3. Objekt i ist nicht zu teuer und bringt eine Verbesserung
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Wir erhalten also folgende Gleichung:

P(x,i) P(x,i—1), falls z; < x
x,0) =
max{P(x,i—1),P(x—z,i— 1)+ p;}, sonst

Das ist eine Rekursionsgleichung, die sogenannte ,,Bellman-Rekursion* nach Richard Bell-
man (1957). Man 16st hierbei die kleineren Teilprobleme so gut wie moglich - und zwar per
Vorwirtsrekursion.

Beispiel 1.14 (Knapsackproblem).
Sei Z = 9 und seien folgende sieben Objekte gegeben:

i 1 2 [3 13 |5 [e6 |7
z 12 [3 e [7 |5 |9
pi 16 |5 |8 |9 [6 |7 |3

Benutzen wir die Rekursionsgleichung, erhalten wir folgende Tabelle fiir P(x, i):

l_x0123356789
0/0 00000 0 0 0 0
11006 6 66 6 6 6 6
210 0 6 6 6 11 11 11 11 11
310 06 6 6 11 11 11 14 14
410 06 6 6 11 11 11 14 15
510 06 6 6 11 11 11 14 15
610 0 6 6 6 11 11 11 14 15
710 06 6 6 11 11 11 14 15

Beachte:
m Dominierte Teilmengen werden ignoriert.

m Nur Verbesserungen werden beriicksichtigt!

Algorithmus 1.15. (Dynamic Programming fiir Knapsack)

Eingabe: z,,....,2,,Z, p1,...Pn
Ausgabe: Funktion P : {1,...,Z} x{1,...,n} > R; (x,i) — P(x,i)
i i
mit P(x,i) = max Y, pjy;mit Y, zjy; < x, fiiry; € {0,1}
=1 =1
1: for (x =0) to Zdo
2: P(x,0):=0
3: for (i=1)tondo
4. for (x=0)t0 (z;—1)do
5: P(x,i):=P(x,i—1)
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6:  for (x=z)t0Zdo

7: if ((P(x=zi,i—1)+p;) > P(x,i—1)) then
8: P(x,i):==P(x—z,i— 1)+ p;

9 else
10: P(x,i):=P(x,i—1)

Satz 1.16. Algorithmus[[.13| berechnet besten Losungswert fiir das Rucksackproblem in einer
Laufzeit O(nZ).

Das sieht polynomiell aus, ist aber tatséichlich nicht unbedingt polynomiell in der Grée des
sinnvoll codierten Inputs: Z kann groB sein und mit O(logZ) Bits codiert werden. Das nennt man
pseudopolynomiell.

Ein weiterer Nachteil: Wir berechnen eine ganze Tabelle, was unter Umstdnden viel Speicher-

platz verbraucht. Eventuell interessiert einen aber nur der Optimalwert, wodurch man nur die
vorhergehende Zeile benotigt. Wir speichern also je nur eine Zeile und liberschreibe sie geeignet
(und vorsichtig). Hier kann man auch Codezeilen sparen! Wir erhalten:

Algorithmus 1.17. (Dynamic Programming fiir Knapsack - sparsamer)

Eingabe: z\,...,2,,Z, p1,..-Pn
Ausgabe: Funktion P : {1,...,Z} x{1,...,n} > R; (x,i) = P(x,i)
mit P(x,i) = max _Zl“l pjyj mit .Zl]l 7jyj < x, fiiry; €{0,1}
1: for (x =0) to Zdoj '
2: P(x,0):=0
3: for (i=1)tondo
4:  for (x = Z) downto z; do
5: if (P(x—z)+ pi) > P(x)) then
6: P(x,i):=P(x—2z)+ pi
7: return p* := P(Z)

Satz 1.18. Algorithmus[I.17|berechnet einen besten Losungswert fiir das Rucksackproblem in
einer Laufzeit O(nZ).

Hier nicht dabei: Wie berechnet man nicht nur den Wert, sondern auch eine Losung?

Dazu gibt es verschiedene Moglichkeiten:
m Teillosungen "mitschleppen”
m Pointer auf Teillosungen von Zeile zu Zeile
m Andere Moglichkeiten

Wichtig: Unter Umstidnden hiingen Speicherplatz und Laufzeit zusammen.
Andere Variante:

Dynamic Programming nicht mit Fokus auf Kosten z;, sondern auf den Nutzen p;.
Das ist dhnlich, aber nicht
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Maximieren des Nutzens fiir mogliche Kosten
sondern
Minimieren der Kosten fiir moglichen Nutzen.

1.4 Branch and Bound

Im Subset-Sum-Beispiel [[.10] hatten wir gesehen, dass sich auch beim Enumerieren Arbeitsparen
lasst!
Zur Erinnerung - wir hatten notiert:

m Vorwirtsrekurion statt Riickwirtsrekursion -> Dynamic Programming
m Schneide Teilbdume ab, wenn moglich -> Branch and Bound

Das betrachten wir in diesem Kapitel.
Grundideen:

1. Enumeriere die moglichen Teilmengen in einem Enumerationsbaum

2. Behalte den Zielfunktionswert im Auge:
m Untere Schranke: Erreichter Zielfunktionswert im ganzen Baum

m Obere Schranke: Erreichbarer Zielfunktionswert im jeweiligen Baum
3. Beide Schranken sollten méglichst einfach und schnell zu berechnen sein

4. Wenn der erreichbare Wert in einem Teilbaum kleiner bleiben muss als der im ganzen
Baum bereits erreichte, konnen wir den aktuellen Teilbaum abschneiden

Wir betrachten noch einmal Beispiel [[.14mit Z = 9 und folgenden sieben Objekten:

i 1 2 3 3 5 6 7
Zi 2 3 6 7 5 9
Di 6 5 8 9 6 7 3

1. Wie konnen wir das enumerieren?

m Probiere nacheinander fiiri = 1,...,7,0b x; = O oder x; = 1

m Wir gehen die Moglichkeiten baumartig durch:

m Laufe DFS-mif ig durch den Baum, d.h. arbeite die Entscheidungen im Stack ab.
2. Welche unteren und oberen Schranken haben wir zur Verfiigung?

Untere Schranke: Greedy!
Verwende unter den noch nicht zugewiesenen Objekten in absteigenden Nutzen/Kosten-

Verhiltnis Objekte, solange sie passen. Hier ohne fixierte Objekte:
i=1 : e 2 =2, Dies Pi = 6
i=2 @ Yies zi = 5, 2ies pi = 11

13
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i=3 : Yiesz=11>9,X
i=4 : Y5z =12>9,X
i=5 : )5z =10>9,X

26 : Yz = 14> 9, X
i=7 : Yics2i =9, Yies pi = 14

Es ist also ein Gesamtnutzen von 14 erreichbar.
Obere Schranke:

Hier konnen wir Greedy fiir das einfachere Problem Fractional Knapsack benutzen, d.h.
Algorithmus 1.4

i=1 @ Yies 2 =2, Xies Pi = 6

i=2 : Yies 2 = 5, Dies pi = 11

Bleibt: Z-Ties 2 = 4, also x3 = 3(= § = Z28%)

Damit: Ycs Xizi = 9, Yjes Xipi = 11+ 3 %8 = 16,3

Wir wissen, dass die Optimallosung ganzzahlig sein muss, also haben wir eine obere
Schranke von 16.

3. Diese Schranken sind einfach zu berechnen
WICHTIG: Fiir die obere Schranke betrachten wir ein Hilfsproblem, das einfach ist, weil
wir weniger strenge Bedingungen verlangen. So etwas nennt man Relaxierung

4. Betrachten wir den Enumerationsbaum mit jeweils:
S: positiv fixiert (x; = 1)
S: negativ fixiert (x; = 0)
Leerer Baum S = 0, S = 0, LB=14, UB=16

Objekt 1 S ={1},S = 0 Dax ausgeschlossen wurde, kann eine neue UB berechnet
werden. Greedy fiir Fractional Knapsack liefert: UB=13. Also ist hier nicht mehr als
Gesamtwert 13 erreichbar. x; = 0 ist also eine Sackgasse.

Also: S=0,S={1}=>UB=16,LB= 14



Objekt 2 (raus)

0
PN
X1 X1

X2

Objekt 3 (raus)

1 RUCKSACKPROBLEME

S={2,S={l1}=>UB=15,LB= 14

S=1{23,S={1}=UB=15,LB=15

S =1{2,3,4},S = {1} = UB = 13 < LB = Sackgasse

S ={23,S={1,L44=>ILB=UB=15=x5=xs=x7 =0

Z— Z?:l x;z; = 1, zu klein fiir weitere Objekte.

Also wird x4 = ... = x7 = O erzwungen. = UB = 14 < 15.

15



16

1.4 BrANCcH AND Bounp

Objekt 2 (rein) Z - 21-2:1 x;z; = 4, damit passt nur noch Objekt 7. = UB = 14 < 15

e 0 A
X1 X1
e .
X
- X2 2
X3 X3
e
X4 X4

Also: Das Optimum ist 15 mit § = {1,4}
Allgemein:

Algorithmus 1.19 (Branch-And-Bound als Unterroutine).

Eingabe: z,,....,7,,Z, p1,...pn (global: Kosten/Nutzenwerte, Kostenschranke)
P (bester bekannter Losungswert)
4 (ndichster Index, iiber den verzweigt werden soll)
xj=bjfiirj=1,..,—1mith;€{0,1} (bislang fixierte Bindrvariable)

-1 n -1 n
Ausgabe: max{ > bjpj+ > Xjpj | > ijj—|— > Xjzj < Z,)Cj € {0, 1}}
j=1 j=t j=1 j=t
Also: Losung des Knapsackproblems mit den ersten € — 1 Variablen fixiert
1: procedure BRANCH-AND-BOUND({)

2: if (fill bjzj > Z) then return > unzuldssig
j=

3: Compute L := LB(by,...,b,1)

4 if L>Pthen P .= L > Losungswert verbessert
5. if (¢ > n) then return > Blatt im Baum erreicht
6: U:=UB(by,...,bi1) > (Obere Schranke berechnen)
7: if (U > P) then

8: by := 0; BRancH-AND-Bounp(€ + 1);

9: by := 1, BRANCH-AND-BounDp(€ + 1);
10: return

Dabei ist U B(bl, wnbpo 1) eine geeignete obere Schranke bei fixierten Variablen by, ..., be_1:

=1 n =1 n
max{z bipj+ ijpj | ijZj + ZXij <Z,xjeA{0, 1}}
=1 = = =t

Berechnung erfolgt mit dem Greedy-Algorithmus ! LB(by,...,be_1) ist eine geeignete untere
Schranke, welche man beispielsweise mit einem Greedy-Algorithmus fiir ganzzahliges Knapsack
berechnen kann. Diesen Algorithmus sehen wir gleich. Alternativ kann man fiir eine untere
Schranke schauen, ob die aktuelle Belegung eine Verbesserung gebracht hat und aktualisiert P
entsprechend.
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Satz 1.20. Algorithmus [I[.19](als rekursiv arbeitende Unterroutine) berechnet eine Optimale
Lésung fiir das Knapsackproblem in einer Worst-Case-Laufzeit O(2" f (n)), wobei f(n) die Zeit
fiir die Berechnung der oberen Schranke ist.

Beweis. Es werden systematisch alle Teillosungen durchprobiert. (Dabei werden Teilmengen nur
dann ausgelassen, wenn sie erwiesenermal3en unzuldssig sind (Zeile 2) oder keine Verbesserung
bringen (Zeile 4)

Die Zahl der Rekursionsaufrufe (Schritt 9 und 11) ist insgesamt 2", die sonstigen Berechnungen
benotigen jeweils f(n). m

1.5 Approximationen

Wie gut ist Greedy (in der ganzzahligen Variante von Algorithmus[T.4] - Greepy()? Wie das
nachfolgende Beispiel zeigt, kann Greedy beliebig schlecht sein.

Beispiel 1.21.

n=2z71=1,pp=1+€6€,z22=N,pp=NundZ=N

Greedy liefert S = {1}, was einem Losungswert von 1 4+ € entspricht. Optimal ist allerdings
S = {2} mit einem Losungswert von N. Fiir N >> 1 + € ist der Greedywert einen beliebigen
groBen Faktor vom Optimum entfernt.

Algorithmus 1.22 (GREEDY().

Eingabe: z;,...,2,,Z, pi, ..., Pn
Ausgabe: S C {1,...,n} und G
mit

ZZiSZ

ieS

und

Z pi = Maximal
i€S
1: Sortiere {1,...,n} nach 127” aufsteigend;
Dies ergibt die Permutation 7(1), ..., 7(n).
Setze j = 1.
2: while (j <n) do
. i1
3: if (Z{Zl Zn(i)Xn(i) T Zn(j) < Z) then
4: Xn(j) 1= 1
5: j=j+1

6: return

17
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1.5 APPROXIMATIONEN

Algorithmus 1.23.

Eingabe: z;,...,2,,Z, pi, ..., Pn

Ausgabe: S C {1,...,n} mit };cs z; < Z und Wert G, := Ycq pi
1: G = max{Go,max{p; | z; < Z,i € {1,....n}}}
2: return

Satz 1.24. Algorithmus berechnet eine Losung mit G|, im Vergleich mit dem Optimalwert

el 1
OPT gilt: G > ;OPT.

Beweis. Nach Konstruktion ist G, > Go und G|, > max{p;} =: p*. AuBerdem ist Gy + p* >
FractionalKP > OPT.

Daher ist 2G{) > Go + p* > OPT = G| > 50PT O
Definition 1.25. (Approximationsalgorithmus)

1. Fiir ein Maximierungsproblem MAX ist ein Algorithmus ALG ein
c-Approximationsalgorithmus fiir MAX, wenn fiir jede Instanz I von MAX

a) ALG in polynomieller Zeit in der GroBe von / eine zuldssige Losung mit Wert
ALG(I) liefert

b) fiir den Vergleich mit dem zugehdrigen Optimalwert OPT (1) gilt: ALG(I) > c-
OPT(I) (dabei istc < 1)
2. Entsprechend fiir Minimierungsproblem wiederum:

a) ALG liefert in polynomieller Zeit in der GroBe von [ eine zuldssige Losung mit Wert
ALG(I)

b) es gilt fiir den Vergleich mit dem zugehorigen Optimalwert OPT (I): ALG(I) <
c-OPT(I) (dabei ist ¢ > 1)

Frage: Wie gut kann man Knapsack approximieren?

Algorithmus 1.26. (Greedyy)

Eingabe: zi,...,z,,7Z, p1, ..., p, [Parameter k fixiert]
Ausgabe: S C{1,...,n} mit }};cg z; < Z und Wert G := Y jcq Pi
1: G¢:=0,8 =0
2: forall S C{l,...,n} mit|S| < k do
3 if (3,52 < Z) then
4 Gy = max{Gy, Y5 pi + Greedyo(1zili € SL,Z - ¥, gz {pili € S})};
5 Update S;
6

: return G, S

Satz 1.27. Greedyy, ist ein (1 — k4+1 )-Approximationsalgorithmus.
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Beweis. Man sieht leicht, dass die Laufzeit hochstens O(n*2) ist. Fiir festes k ist das poly-
nomiell. Sei OPT ein optimaler Losungswert, erzielt mit einer Teilmenge S* C {1, ..., n}. Wir

unterscheiden:

1. |S7¥| £ k. Dann testet Greedy; S* als ein S und findet also das Optimum.

2. |S*| > k. Seien iy, ..., iy, die ersten k Objekte in S * mit grofitem Nutzen. Diese Teilmenge
wird von Greedyy, als S getestet und per Greedy erweitert. Seien i1, ..., ix+; die dabei
hinzugenommenen Objekte und i; ;1) das erste Objekt, dass nicht mehr passt. Dann

wissen wir, dass
a) X5, pi + o pi + Pi ) 2 OPT
b) oy pi;+ sy i, < G

AuBerdem ist p;, 1

) < P fiir alle j = 1, ..., k. Und daher:

1
a) Pigiiry S 7Ok
Damit ist:
OPT (S) le‘:l pij + 25‘:1 pl'k+j + pik+(1+1) ()S( Gk + %Gk = k_i_Lle AISO
1 112

Gk > £ 0PT = (1 - 47)OPT O

Man kann zeigen:

® Fiir Greedyy ist der Faktor (1 — ) bestmoglich.

® Wenn man Gy in Zeile 4 von Algorithmus 1.25 durch G|, ersetzt, bekommt man einen

Approximationsalgorithmus mit Giitegarantie (1 — 1<J+2)

Man sieht: Fiir jedes feste € > 0 gibt es einen polynomiellen Algorithmus fiir Knapsack, der eine
(1 — €)-Approximation liefert. Das motiviert:

Definition 1.28.

Ein polynomielles Approximationsschema (Polynomialtime approximation scheme = PTAS) fiir
ein Optimierungsproblem ist eine Familie von Algorithmen, die fiir jedes beliebige, aber feste
€ > 0 einen (1 — €)-Approximationsalgorithmus (bzw. (1 + €)) liefert.

Korollar 1.29. {Greedyy| k € IN} ist ein PTAS fiir Knapsack.
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1.6 Komplexitat
1.6.1 Einstieg

Wir haben bisher verschiedene algorithmische Aspekte von Knapsack und Co. kennengelernt:

(A) Heuristisch: Einfache Probiermethoden, die oft, aber nicht immer, ganz ordentliche
Losungen liefern.
— GREEDY(
(B) Exakt: Algorithmen, die immer optimale Lésungen finedn, aber manchmal
lange dafiir brauchen.
— Dynamic-Programming
— Branch-and-Bound
(C) Approximativ:  Algorithmen, die polynomieller Zeit Losungen finden, die nicht
unbedingt optimal, aber gut sind.

— Greedyy,
Geht das noch besser? Konnen wir einen Algorithmus finden, der
1. immer (= fiir jede Instanz)
2. schnell (= polynomiell in der Codierungsgréfe der Instanz)
3. eine optimale Losung

berechnet?
Also: Gibt es einen Perfekten Algorithmus fiir Knapsack?

Definition 1.30. Ein algorithmisches Problem 11 gehort zur Klasse P, wenn es fiir 11 einen
Algorithmus mit polynomieller Laufzeit gibt, der immer eine optimale Losung findet.

Deutlich einfacher ist das Verifizieren (oder NachPriifen) einer giiltigen Lésung!

Definition 1.31.
Ein Problem IT gehort zur Klasse NP, wenn es fiir jede beliebige Instanz / von I1 die Giiltigkeit
einer Losung in polynomieller Zeit nachgepriift werden kann.

Beobachtung 1.32.

SuBserSum € NP

KnNapsack< € NP

Aber gilt SuBserSum € P oder Knapsack< € P?

In der Literatur steht NP fiir ,,Nichtdeterministisch polynomiell*“. Fiir viele Probleme ist Verifizie-
rung der Existenz einer Losung relativ leicht - der Nichtexistenz (— coN P) aber relativ schwer
(zumindest anschaulich).

Problem 1.33.
Gilt P # NP?
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1.6.2 Ein Beispiel mit Logik

Beispiel 1.34.
Wir betrachten die folgende Knapsack-Instanz mit n = 12, z; = p;, Z = 111444 und den
folgenden Objekten:

z1 = p1 = 100110
o = p> = 100001
z3 = p3 = 10101
74 = p4 = 10010

25 = ps = 1001
76 = pe = 1110
27 = p7 = 200
25 = pg = 100
29 = pg = 20
zi0 = pio = 10
zZin =pin =2

Zi2=pp=1

Gibt es eine Menge S C {1,...12} mit },csz; = Dljes Pi = Z? — Entscheidungsproblem
SubsetSum. Man sieht:

1. Man muss 1 oder 2 auswihlen, aber nicht beide. « 1.Ziffer
2. Man muss 3 oder 4 auswihlen, aber nicht beide. « 2.Ziffer
3. Man muss 5 oder 6 auswihlen, aber nicht beide. « 3.Ziffer

4. Man muss 1, 3 oder 6 auswihlen, dann kann man mit 7 und 8 die Zahl 4 erzeugen. «
4.Ziffer

5. Man muss 1, 4 oder 6 auswihlen, dann kann man mit 9 und 10 die Zahl 4 erzeugen. «
5.Ziffer

6. Man muss 2, 3 oder 5 auswihlen, dann kann man mit 11 und 12 die Zahl 4 erzeugen. <
6.Ziffer

Es gibt genau dann ein S mit };cg p; = Z, wenn sich alle sechs Bedingungen erfiillen lassen!



1.6 KOMPLEXITAT

Setzen wir einfach einige Boolesche Variablen:

X1 =

1, Objekt 1 wird gewihlt
0, Objekt 1 wird nicht gewihlt, also Objekt 2

1, Objekt 3 wird gewihlt
Xy =
0, Objekt 3 wird nicht gewihlt, also Objekt 4

X3 =

1, Objekt 5 wird gewihlt
0, Objekt 5 wird nicht gewihlt, also Objekt 6

Damit:
Es gibtein S C{1,..., 12} mit }};cg pi = Z
< Wir konnen die logischen Variablen so belegen, dass die folgende Formel erfiillt wird:

(X1 Vo VIE) A (xi V2 VE3) A (X VX Vxs)

Also:

Wenn wir einen perfekten Algorithmus haben, der also in polynomieller Zeit die Existenz von S
entscheiden kann, dann kénnen wir den auch verwenden, um die logische Formel zu knacken -
und umgekehrt. Das geht fiir jede logische Formel vom Typ 3SAT!

Definition 1.35. (3-Satisfiability (3SAT))
Gegeben:
Eine Boolesche Formel, zusammengesetzt aus:

®m n Boolesche Variablen xi, ..., x,;, aus denen wir Literale /; der Form x; oder x; bilden
konnen.

= m Klauseln, jede zusammengesetzt aus genau drei Literalen C; = (11 V[j2 V1;3)
mit 1 < j<m.

Gesucht:
Eine alle m Klauseln erfiillende (engl: satisfying) Wahrheitsbelegung der n Variablen.

Beobachtung 1.36. Wenn eine 3SAT-Instanz eine erfiillende Wahrheitsbelegung hat, ldsst sich
eine solche leicht verifizieren. Gibt es keine, so ist das nicht ohne weiteres schnell nachzuweisen.

Problem 1.37. Gibt es fiir 3SAT einen Algorithmus, der fiir jede Instanz I in polynomieller Zeit
(in m und n von 1) entscheidet, pb I erfiillbar ist?

Satz 1.38. Wenn Knapsack € P ist, dann ist auch 3S AT € P.

Beweis. Analog zu Beispiel [1.34} Baue aus einer 3SAT-Instanz 3547 eine Instanz Ixy von
Knapsack mit folgenden Eigenschaften:

1. Die Codierungsgrofie von Ik ist polynomiell beschrinkt durch die Codierungsgrofie von

Lsar.



1 RUCKSACKPROBLEME 23

2. Es gibt fiir /gy eine Teilmenge mit Losungswert Z < I35 47 ist erfiillbar.

Wenn wir einen polynomiellen Algorithmus fiir Knapsack haben, dann kdnnen wir damit in

polynomieller Zeit jede Instanz I35 47 von 3SAT entscheiden:

1. Baue zu Iz3547 eine Instanz /gy von Knapsack.

2. Lose IKN-

3. Betrachte die Losung und verwende Eigenschaft 2 um Losbarkeit von I35 47 zu entscheiden.

O

Korollar 1.39. Wenn Knapsack € P, dann gilt P = NP.

Satz 1.40 (Satz von Cook 1971). Wenn 3SAT € P, dann gilt P = NP.

Beweisidee:

Man kann zeigen, dass sich jedes Problem in NP als dquivalentes 3SAT-Problem codieren ldsst.

Definition 1.41.

1. Ein Problem IT in NP hei3t NP-vollstindig, wenn Il € P = P = NP gilt.

2. Ein Problem IT heif3t NP-schwer, wenn IT € P = P = NP gilt.

Also:

Korollar 1.42.

1. 3SAT ist NP-vollstindig.

2. Knapsack< ist NP-vollstindig.

3. Knapsack ist NP-schwer.

Konsequenzen?!
Idealer Finanzberater Perfekter Algorithmus
(D) ehrlicher immer
2) intelligenter schnell
3) Investmentbinker optimale Losung

In Zeiten der Finanzkrise: Der Schnitt ist leer!

Bei NP-vollstindigkeit: Der Schnitt ist leer! (Bei P # NP)

Was konnen wir in schwierigen Situationen tun?

(A) Auf Gliick vertrauen

(B) Hart arbeiten

(C) Erwartungen herabschrauben
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(D) Mit Schicksal hadern und diskutieren
Hier:
(A) nicht immer: Heuristiken
(B) nicht schnell: Exakte Algorithmen (Branch-and-Bound)
(C) nicht optimal: Approximationsanalyse

(D) nicht NP-vollstindig: Komplexitidtsanalyse

1.7 Graphenproblem: Vertex Cover

Graphenprobleme sind auch wichtig, interessant und konnen auch schwierig sein.

Definition 1.43 (Vertex Cover).

Gegeben: Ein Graph G =<V, E >

Gesucht: Eine Knotenmenge S C V moglichst kleiner Kardinalitdt, sodass fiir jede Kante
e=A{u,vieEgilt:ues oderves.

Beispiel 1.44.

Betrachte den Graphen G aus Abbildung[I.2](auch bekannt unter dem Namen Petersen-Graph)
mit einem Vertex Cover der Grofie 6.

G"@

Abbildung 1.2: Der Petersen-Graph mit einem moglichen Vertex Cover.

Wir beobachten, dass wir den Graphen in zwei Kreise aufteilen konnen: einen dufleren (Knoten 1
bis 5) und einen inneren (Knoten 6 bis 10) Kreis. Fiir die Kreise der Lidnge 5 brauchen wir jeweils
3 Knoten im Vertex Cover. Also miissen in G mindestens 6 Knoten im Vertex Cover vorhanden
sein.
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Xy — X X —— % X3 —— X3 X4 —— X

Abbildung 1.3: Ein Graph, der aus der Reduktion der 3SAT-Instanz (x; V xa V x3) A (X] VX2 V xq) A
(X2 VX3 V xz) entstanden ist

Beispiel 1.45.

Betrachte nun den Graphen in Abbildung[I.3] Wie groB ist ein minimales Vertex Cover? Man
kann schnell erkennen, dass wir mindestens zehn Knoten bendtigen. Betrachtet man den Graphen
ohne rote Kanten, benétigen wir einen Knoten pro obere Kante und zwei pro Dreieck. Fiir diese
Instanz sind zehn Knoten ausreichend.

Mit einem scharfen Blick erkennt man:
AVC mit 10 Knoten & (x; Vo Vx3) A (T VX Vaxa) A (2 VX3V Xg)

Satz 1.46. Vertex Cover ist NP-schwer.

Beweis. Wir geben eine Reduktion von 3SAT an:
Eine allgemeine Konstruktionsmethode, die aus jeder 3SAT-Instanz I3547 eine VC-Instanz Iy¢
konstruiert, sodass

1. Die GroBe von Iyc polynomiell in der GroBe von I35 47 beschrinkt ist.
2. Iyc ein VC der Grofle n + 2m hat © I35 47 ist erfiillbar. O

Da Vertex Cover NP-schwer ist, bieten sich also die bekannten Methoden (Heuristiken, Exakt
und Approximationen) an. Wie kann man Vertex Cover approximieren? Wir wissen, dass fiir jede
Kante einer der beiden Enden im Vertex Cover liegen muss. Wir konnen folgendes beobachten:
Nimmt man sich unabhiingige Kanten, d.h. die Endpunkte iiberlappen sich nicht, erhalten wir
eine untere Schranke. Genauer:

Definition 1.47. Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Menge M von Kanten aus E heift inklusions-
maximales Matching, wenn

1. keine zwei Kanten in M existieren, die einen Knoten gemeinsam haben, und
2. keine Kante zu M hinzugefiigt werden kann, sodass immer noch 1. gilt.

Satz 1.48. Sei M ein inklusionsmaximales Matching und opTyc der Wert eines kleinsten Vertex
Covers in einem Graphen G. Dann gilt |M| < opTyc < 2|M|.
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Beweis. Die linke Seite der Ungleichung geht aus der Beobachtung hervor. Betrachten wir also
die rechte Seite orTyc < 2|M|. Wir konstruieren uns folgende Knotenmenge VC),: Fiir jede Kante
e = {v,w} € M nehmen wir v und w in VC), auf. Es ist klar, dass |VCy,| < 2|M]| gilt. Bleibt zu
zeigen, dass V() ein Vertex Cover ist. Angenommen VC)y ist kein Vertex Cover. Dann muss
eine Kante f existieren, dessen Endpunkte nicht in VC), liegen. Das bedeutet wiederum, dass
wir M mit f erweitern konnen. Also war M nicht inklusionsmaximal, was einen Widerspruch
darstellt. O

Korollar 1.49. Es existiert eine 2-Approximation fiir Vertex Cover.



2 HasHING

Wir betrachten nun die Dynamische Verwaltung von Daten, wobei jeder Datensatz eindeutig
durch einen Schliissel charakterisiert wird. Viele Anwendungen bendtigen nur einfache Daten-
Zugriffsmechanismen (dictionary operations) wie Suchen oder Loschen eines Schliissels x und
Einfiigen eines neuen Datensatzes d mit Schliissel x. Das Problem: Die Menge potentieller
Schliissel (Universum) kann sehr grof sein, die auftretende Schliisselmenge S kann aber sehr
klein sein und ist im Allgemeinen vorher nicht bekannt. Man m&chte nun also durch Berechnungen
feststellen, wo der Datensatz mit Schliissel x gespeichert ist.

Definition 2.1. Eine Hashtabelle der Griofse m besteht aus einem Array T mit Speicherzellen
T[0] bis T[m — 1]. Die Datensditze werden in dieser Hashtabelle abgespeichert.

Eine Hashfunktion h liefert fiir jeden Schliissel x € U eine Adresse in der Hashtabelle, d.h.
h:U—-{0,...,m—1}.

Vorteil beim Hashing ist, dass alle Operation im Mittel konstante Komplexitit besitzen. Zum Ver-
gleich: Balancierte Suchbdume, wie AVL-Baume, B-Biume oder Rot-Schwarz-Biume, besitzen
eine Komplexitit von O(logn).

Definition 2.2 (Belegungsfaktor). Der Quotient 3 := - heifst Belegungsfaktor oder Auslastungs-
faktor einer Hashtabelle der Grofie m

Wie wir sehen werden, ldsst sich der Aufwand fiir dictionary operations als Funktion in
abschitzen. Die Anzahl aktueller Schliissel geht also nur indirekt in den Aufwand ein.

Wie schon erwihnt ist die Anzahl moglicher Schliissel viel grofer als die Hashtabelle, also
|U| > m. Nach dem Schubfachprinzip gibt es verschiedene Schliissel x; und x,, die auf die
gleiche Adresse abgebildet werden. Sind zwei solche Schliissel in der aktuellen Schliisselmenge,
entsteht eine Adresskollision. Diese muss behoben werden.

2.1 Hashfunktionen
Definition 2.3 (Hashverfahren). Ein Hashverfahren ist gegeben durch:

® cine Hashtabelle,

m cine Hashfunktion, und

m cine Strategie zur Auflosung moglicher Adresskollisionen.
Eine gute Hashfunktion sollte

m surjektiv sein, d.h. den ganzen Wertebereich umfassen,

m die zu speichernden Schliissel (moglichst) gleichmifig verteilen, d.h. fiir alle Speicherplit-
ze i und j sollte gelten |1~ (i)| = |k~ ()],
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2.2 KOLLISIONEN

m effizient berechenbar sein.

Wir nehmen nun an, dass die Schliissel durchnummeriert sind, also U = {0, 1,..., N — 1}. Héufig
wird eine Division- und Kongruenzmethode benutzt. Also: h(x) := x mod m woraus folgt
i (4], 14T}

Problem: Die Daten sind oft nicht gleichverteilt! Wichtig ist eine geeignete Wahl von m. Ist m
eine Zweierpotenz, wihlt x mod m nur die letzten log m Bits. Ist m hingegen eine Primzahl, so
beeinflusst x mod m alle Bits.

Beispiel 2.4. Seim = 11 und S = {49,22,6,52,76,34, 13,29} Wir erhalten folgende Hashwerte:
h(49) =49 mod 11 =5, h(22) =22 mod 11 =0,6, 8, 10, 1, 2und 7

2.2 Kollisionen

Wie bereits erwihnt, ist es unvermeidbar, dass Kollisionen auftreten. Was konnen wir tun, falls
eine Kollision auftritt und wie wahrscheinlich ist das?

Problem 2.5 (Geburtstagsparadoxon). Bei wie vielen (zufillig gewéhlten) Person ist es wahr-
scheinlich, dass hiervon zwei am selben Datum (Tag und Monat) Geburtstag haben?

Wir nehmen dazu an, dass die Daten unabhingig sind und dass Prob(h(x) = j) = % Dann ist
die Wahrscheinlichkeit, dass das i-te Datum nicht mit den ersten i — 1 Daten kollidiert, sofern

(i-1)

diese kollisionsfrei sind m_T Es ist also egal, welche Speicherplitze die ersten i — 1 Daten
belegen; m — i + 1 der m Moglichkeiten sind gut. Damit gilt:

Prob(n Daten kollisionsfrei) = 21 . m=2 ... mont]

Beispiel 2.6. Sei m = 365. Dann ist Prob(23 Daten kollisionsfrei)~ 0.49 und Prob(50 Daten
kollisionsfrei)= 0.03.

Satz 2.7. Die Wahrscheinlichkeit, dass 2m'/? Daten kollisionsfrei eingefiigt werden konnen, liegt
bei hochstens 36,79%.

1/2

. .. . _ _l/2 _ 1/2 o 1/2\7M
Beweis. Prob(2m!/? Daten kollisionsfrei)= mTlm e z”fn +l < 1(%) =

(1 - mll/2>ml/2 ~ % ~ 0.3679 o

Man erkennt, dass Hashing mit Kollisionen leben muss und dass man Strategien zu Kollisionsbe-
handlung benétigt. Es gibt folgende Moglichkeiten zur Kollisionsbehandlung:

1. Verkettete Listen: Jede Komponente der Hashtabelle enthilt einen Zeiger auf eine Uber-
laufliste.

2. offene Adressierung: Im Kollisionsfall nach fester Regel alternativen freien Platz in der
Hashtabelle suchen. Fiir jeden Schliissel ist die Reihenfolge, in der Speicherplitze betrachtet
werden, vorgegeben: Sondierungsfolge.
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2.2.1 Verkettete Liste

Realisierung: Jede Komponente der Hashtabelle enthilt einen Zeiger auf paarweise disjunkte
lineare Listen. Die i-te Liste L(i) enthilt alle Schliissel x € S mit A(x) = i. Der Vorteil ist, dass
alle Operationen unterstiitzt werden. Aulerdem darf n groer als m sein (fiir n > m ist Rehashing
ratsam). Ein Nachteil ist, dass zusitzlicher Speicher fiir die Zeiger bendtigt wird. Die Operationen
im Uberblick:

search(x) Berechne /(x) und suche in Liste L(A(x)).
insert(x) Nach erfolgloser Suche: Berechne A(x) und fiige x in Liste L(/(x)) ein.
delete(x) Nach erfolgreicher Suche: Berechne /(x), suche x in Liste L(A(x)) und entferne x.

Beispiel 2.8. Seim = 7 und h(x) = x mod m.
Betrachte die Schliisselmenge S = {2, 5, 12, 15, 19, 43, 53}. Einfiigen in die Hashtabelle liefert
die in Abbildung [2.1] gefiillte Hashtabelle.

0 1 2 3 1 5 6
15 2 53 5
| . . |
! !
13 12
hd |
!
19

Abbildung 2.1: Gefiillte Hashtabelle mit verketteten Listen.

Satz 2.9. Bei zufdlligen Daten und ideal streuenden Hashfunktionen enthdilt eine beliebige Liste
L(j) im Erwartungsfall = B Elemente.

. _ 1, i-tes Datum kommt in Liste L( j)
Beweis. Betrachte Zufallsvariable X;; =

0, sonst
Es gilt Prob(X;; = 1)= %, woraus folgt: E(X,-j) =1- % +0- mT_l = % Seinun X; = 37 | X;j,
d.h. X; ziihlt, wie viele Daten in Liste L( j) kommen. Dann ist E(X;) = E(X"_, X;j) = E(Xi;) +
CHE(Ky) =5 =p c

Damit miissen wir fiir eine erfolglose Suche in Liste L(j) durchschnittlich (inklusive NIL-Zeiger)
1 4 8 Objekte betrachten. Beispielsweise fiir n = 0.95m ist das 1.95. Fiir eine erfolgreiche Suche
miissen wir die Position in der Liste beriicksichtigen. Sei / die Linge von Liste L(j). Da jede
Position in der Liste die gleiche Wahrscheinlichkeit % besitzt, befindet sich das gesuchte Element
im Erwartungsfall an Position (1 +2+ ---+ ) = 1. Im Durchschnitt ist die Listenlinge
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1+ % (Liste enthilt sicher das Datum, und die anderen n — 1 Daten sind zufillig verteilt). Damit
erhalten wir eine erwartete Suchdauer von %(1 + % +1)=1+ % ~ 1+ ’g Firn = 0.95m
ist das 1.475.

2.2.2 Offene Addressierung

Betrachten wir nun die zweite Variante zur Kollisionsbehandlung: die offene Adressierung. Im
Kollisionfall wird nach einer festen Regel ein alternativer freier Platz in der Hashtabelle gesucht
(Sondierungsfolge). Voraussetzung: Auswertung von h gilt als eine Operation. Sei #(i, j) die
Position des i-ten Versuchs zum Einfiigen von Datum x mit 4(x) = j. Anforderung an 7 sind:

m 7istin O(1) berechenbar,

= 1(0,)) = J.

m (-, j):{0,...,m—1} = {0,...,m— 1} bijektiv
Damit kénnen wir nun unsere Operationen definieren:

search(x) Berechne j := h(x). Suche x an den Position #(0, j),...,#(m — 1, j). Brich ab, falls x
oder eine freie Stelle gefunden wurde. Im letzteren Fall gibt es kein Datum mit Schliissel x.

insert(x) Nach erfolgloser Suche: Finde freien Platz (sonst Overflow) und x dort eintragen.

Die Operation delete(x) kann nicht ohne Weiteres ausgefiihrt werden. Wiirden wir einen Schliissel
einfach Loschen, entstehen Liicken, welche bei einer Search-Operation zu Fehlern fithren wiirde.
Eine Moglichkeit ist, Felder mit besetzt, noch nie besetzt oder wieder frei zu markieren. Eine
Suche wiirde nur bei noch nie besetzt Feldern frithzeitig abbrechen. Im Laufe der Zeit wird es
allerdings keine Position mehr geben, die noch nie besetzt wird, wodurch das Hashing ineffizient
wird. Wir betrachten beim offenen Hashing also nur search und insert Operationen.

2.2.2.1 Lineares Sondieren
Schauen wir uns zuniichst lineares Sondieren an. Hier ist #(i, j) in der Form (ci + j) mod m mit

¢ € R. Es wird auf den Hashwert j also ein linearer Zéhler addiert.

Beispiel 2.10. Seim = 19 und j = h(x) = 7. Wir erhalten die Sondierungsfolge: 7, 8, 9, 10, 11,
12,13, 14, 15, 16,17, 18,0, 1,2, 3, 4, 5, 6.

Mann kann schnell sehen, dass immer lingere zusammenhingende, belegte Abschnitte in der
Hashtabelle entstehen. Diese Abschnitte heilen Cluster. Durch diese Clusterbildung entstehen
erhohte Suchzeiten.

Beispiel 2.11. Betrachte eine Hashtabelle mit m = 19 Feldernm wobei Positionen 2, 5, 6, 9, 10,
11, 12 und 17 belegt sind.

h(x) : 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
landet an

Positon: | 0 1 3 3 4 7 7 7 8 13 13 13 13 13 14 15 16 18 18
W keit: 5 5 05 5 00 % &5 0 0 0 0 % 5 5 % 0 35
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Ein Wunsch beim Hashing ist es, dass zu jedem Zeitpunkt alle Positionen die gleiche Wahrschein-
lichkeit haben, besetzt zu werden.

Beobachtung 2.12. Das geht numerisch nicht genau. Im Beispiel 2.11] gibt es elf freie Plitze,
aber 19 Hashwerte. Also haben alle Wahrscheinlichkeit % und nicht %

Definition 2.13 (Modell des idealen Hashings). Beim idealen Hashing haben alle (') Moglich-
keiten, die n besetzten Pldtze fiir m Schliissel auszuwdhlen, die gleiche Wahrscheinlichkeit.

Man sieht schnell: Lineares Sondieren ist weit vom idealen Hashing entfernt.
2.2.2.2 Quadratisches Sondieren

Eine weitere Moglichkeit zum Finden eines freien Platzes bieten quadratisches Sondieren. Hier
wiichst der additive Term nicht linear, sondern quadratisch. Beispielhaft kann (i, j) die Form
j+ (=1)t. L%JZ mod m besitzen.

Beispiel 2.14. Seim = 19, j = h(x) = 7und (i, j) = j+ (-1)""' - | > mod m. Damit
erhalten wir die Sondierungsfolge 7, 8, 6, 11, 3, 16, 17, 4, 10, 13, 1, 5, 9, 18, 15, 14, 0, 12, 2.

Frage: Ist ¢(-, j) fiir alle j und m bijektiv? Antwort: Nein. Aber immer wenn m = 3mod4 und m
eine Primzahl ist. Den Beweis dazu findet man in der Zahlentheorie.

Insgesamt ist quadratisches Sondieren besser geeignet als lineares Sondieren. Allerdings sind fiir
groBes m die ersten Werte noch nah an j.

2.2.2.3 Multiplikatives Sondieren

Beim multiplikativen Sondieren werden Versuchszéihler und Hashfunktion miteinander multi-
pliziert: #(i,j) := i-j mod m mit 1 < i < m— 1. Es muss darauf geachtet werden, dass die
benutzte Hashfunktion nicht auf 0 abbildet, ansonsten kann bei einer Kollision gegebenenfalls
kein freier Platz gefunden werden. Benutzen wir beispielsweise 4(x) = x mod (m—1) + 1.
Diese Funktion ergibt einen Wert zwischen 1 und m — 1.

Beispiel 2.15. Sei m = 19 und j = h(x) = 7. Wir erhalten die folgende Sondierungsfolge:
i-j 7 14 21 28 35 42 49 56 63 70 77 84 91 98 105 112 119 126
i-jmod19 7 14 2 9 16 4 11 18 6 13 1 8§ 15 3 10 17 5 12

Frage: Ist ¢(-, j) fiir alle j und m bijektiv? Antwort: Nein, aber immer wenn m eine Primzahl ist
und j # 0. Das konnen wir durch einen Widerspruch beweisen. Angenommen, dass gilt nicht,
dann gébe es 1 < i) <ip <m—1mit

i1j=1ij modm
= j(ia—i)=0 mod m

= j(ip —iy) ist Vielfaches von m

Das heiBt die Primfaktorzerlegung von j(i, —i; ) muss m enthalten. Das ist ein Widerspruch dazu,
dassl < j<m-1lund1<ij<ip<m-1.

31
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2.2.2.4 Doppeltes Hashing

Eine letzte Moglichkeit, die wir hier vorstellen wollen, ist doppeltes Hashing. Hier benutzen wir
zwei Hashfunktionen £ (x) und £, (x), welche miteinander additiv verkniipft werden. Eine der
beiden Hashfunktionen wird mit dem Versuchszihler multiplikativ verkniipft. Damit erhalten wir
beispielsweise (i, x) := hj(x) 4 i - hy(x) mit ~; (x) := x mod m, hy(x) := x mod (m—2)+
lundO0<i<m-—1.

Beispiel 2.16. Mit m = 19 und x = 47 erhalten wir 4 (47) = 47 mod 19 = 9 und h,(47) = 47
mod 17 + 1 = 14. Damit ergibt sich die Sondierungfolge: 9, 4, 18, 13, 8, 3, 17, 12,7, 12,7, 2,
16, 11,6, 1, 15,10, 5, 0, 14.

Beobachtung 2.17. i - hy(x) durchliuft fiir 1 <i <m—1die Werte 1,...,m— 1 in irgendeiner
Reihenfolge; ergiinzt wird 0 = 0 - hy(x). Durch den Summanden hy (x) wird der Anfang zufiillig

verschoben. Doppeltes Hashing kommt dem idealen Hashing am ndchsten.

2.3 Universelles Hashing

Trotz hervorragender Average-Case-Komplexitit von ©(1), gibt es ein sehr schlechtes Worst-
Case-Verhalten mit Laufzeit ©(n). Dies kommt dadurch zu Stande, dass bei festgelegter Hash-
funktion eine bestimmte Schliisselmenge existiert, die dieses ungiinstige Verhalten hervorrufen
kann. Aushilfe verschaftt universelles Hashing: Zur Laufzeit wird eine Hashfunktion aus einer
Klasse von Hashfunktionen (mit besonderen Eigenschaften) ausgewdhlt. Damit erreicht man,
bezogen auf die Zufallsauswahl der Hashfunktion, fiir jede Schliisselmenge S C U ein gutes
Laufzeitverhalten im Mittel.
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