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Aufgabe 1: Knapsack (5+5+114+9 Punkte)
Gegeben ist folgende BINARY-KNAPSACK-Instanz mit 6 Gegensténden:

i|]1 23 4 5 6
Wertp, |2 3 1 3 5 2
Gewicht z; |5 4 6 10 2 3

Dabei darf der Rucksack mit einem Gesamtgewicht von maximal Z = 20 bepackt werden.

a) Ermittle mithilfe des Greedy-Algorithmus (GREEDY)) aus der Vorlesung eine zuléssige

Losung fiir die gegebene Instanz. Gib in jeder Iteration den aktuellen Gegenstand
an, sowie die Menge der bereits gepackten Gegenstinde mitsamt ihrem Gesamtge-
wicht und -wert.

Interpretiere die oben gegebene Instanz als Instanz des FRACTIONAL-KNAPSACK-
Problems und berechne mithilfe des Greedy-Algorithmus aus der Vorlesung eine
zuléssige Losung. Gib dabei in jeder Iteration den aktuellen Gegenstand, zu welchen
Teilen er gepackt wird, sowie den Gesamtzustand (Was ist gepackt und wie hoch
ist der aktuelle Gesamtwert und -gewicht?) an. Ist diese Losung optimal? Begriinde
deine Aussage.
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¢) Wende den Dynamic-Programming-Algorithmus aus der Vorlesung auf die gegebene
Instanz an.

Gib die dafiir notige Tabelle komplett mit allen Eintrdgen an und bearbeite die
Gegenstédnde in der Reihenfolge ihrer Indizes.
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d) Betrachte jetzt BRANCH-&-BOUND.

(i) Welche untere Schranke ldsst sich aus a) ableiten? Fiir welche Teilbdume gilt
sie?
(ii) Welche obere Schranke lésst sich aus b) ableiten? Fiir welche Teilbdume gilt

sie?

(iii) Was lésst sich aus der Kombination von (i) und (ii) folgern? Was bedeutet dies
fiir den Algorithmus BRANCH-&-BOUND, der diese beiden Schranken verwen-
det? Begriinde Deine Antwort.
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Aufgabe 2: Approximationsalgorithmen (15+5 Punkte)

a) Fiihre Algorithmus 1.26 (GREEDYy) mit k£ = 2 fiir die Eingabe n = 5, z; = 1,
22:1,23:1,24:1,Z5:2,p1:5,])2:1,])3:3,]?4:2,]95:31111(12:3
aus. Gib fiir jede Iteration die folgenden Mengen bzw. Werte an:

e S,

o Ziegziv

o 7/ — Zie? Zi

o Ag:= GREEDY(({z|i ¢ S},Z — > 52, {pili ¢ S})
® > ic5hit+Ag,

e (G, und

o S.
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b) Inwiefern &hnelt Algorithmus GREEDYy, fiir k := n dem aus der Vorlesung bekann-
ten Verfahren BRANCH-&-BOUND? Inwiefern unterscheiden sich beide Verfahren?
Begriinde Deine Antwort.
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Aufgabe 3: Hashing (15 Punkte)
Wir betrachten ein anfangs leeres Array A der Grofie 7, es gibt also die Speicherzellen
AJ0], A[1],...,A[6]. In diesem fithren wir offenes Hashing mit der folgenden Hashfunktion
durch:

t(i,z) =2 -x-i+x) mod?7

Dabei ist x ein einzusetzender Schliissel und ¢ die Nummer des Versuches, = in eine
unbesetzte Speicherzelle des Arrays zu schreiben, beginnend bei i@ = 0. Berechne zu
jedem der folgenden Schliissel die Position, die er in A bekommt:

2, 9, 6, 1, 8 3, 5

Dabei sollen die Schliissel in der gegebenen Reihenfolge eingefiigt werden, und der Re-
chenweg soll klar erkennbar sein. Trage die Elemente in das Array in Abbildung 1 ein.

Alo]| A | Af2] [ A[3]| A[4]| A[5] | Al6]

Abbildung 1: Die Hashtabelle.
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Aufgabe 4: Dynamische Programmierung (3+3+3+3+3+3+5 Punkte)
Betrachte folgendes Problem: Gegeben ist eine Menge M = {[b;, ¢;]|]1 < i < n} von n
Intervallen. Fir ¢ € {1,...,n} sei w; > 0 das Gewicht des Intervalles [b;, ¢;]. Gesucht ist
eine Teilmenge M’ C M, so dass die Intervalle aus M’ sich nicht schneiden und so dass
die Summe der Gewichte der Intervalle aus M’ maximal ist.

Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass die Intervalle aufsteigend bzgl. e; nummeriert
sind, d.h. es gilt e; < ey < ... < e,. Weiterhin sei pred(i) der Index des Intervalls, das am
spétesten aber noch vor [b;, ¢;] endet. Ein Beispiel ist in Abbildung 2 zu sehen.

by 6 €4
b()' 8 €6

bo 3 €2
bl 4 c1 b5 7 es5

Abbildung 2: Beispielkonfiguration von 6 Intervallen I) = [bie1], ...Is = [bg, eg] fiir Aufgabe 4.
Die Zahlen iiber den Intervallen entsprechen deren Gewichten. Die Menge der rot markierten
Intervalle bildet eine optimale Losung mit dem Wert 4 + 8 = 12. Die Intervalle 5 und 6 haben
in der Summe ein hoheres Gewicht, bilden aber keine korrekt Losung, da die Intervalle sich
iiberlappen (es gilt bg < e5). In diesem Beispiel gilt pred(1) = 0, pred(2) = 0, pred(3) = 0,
pred(4) = 1, pred(5) = 1 und pred(6) = 2.

Betrachte fiir das obige Problem das folgende dynamische Programm:

~ | max{OPT(i —1),w; + OPT(pred(i))} fallsi >0
OPT(Z)_{ 0 falls i =0 }

a) Gib die Werte pred(1), ..., pred(6) fur folgendes Beispiel an: [by = 1,3 = e4], [by =
2,6 = 62], [bg = 3,7 = 63], [b4 = 5,9 = 64]7 [b5 = 8, 11 = 65] und [b6 = ]_07 12 = 66].

b) Gib eine mathematische Formel zur Definition von pred : {1,...,n} — {0,...,n — 1}
an.
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¢) Gib einen Algorithmus an, der pred berechnet.

d) Gib die Werte OPT(0),...,OPT(6) fiir das Beispiel aus Aufgabenteil a) mit den
Gewichten wy = 2, wy = 3, w3 = 2, wy = 4, ws = 3 und wg = 3 an.
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e) Beschreibe in eigenen Worten, welche Bedeutung OPT(i) fir i € {0, ...,n} hat.

f) Gib einen Algorithmus an, der unter Verwendung der bereits berechneten Wer-
te pred|0], ..., pred[n] das obige dynamische Programm realisiert, also alle Werte

OPT(0), ..., OPT(n) berechnet.
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g) Beweise mittels vollstdndiger Induktion iiber n, dass OPT(n) der Wert einer opti-
malen Losung ist.
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Aufgabe 5: Kurzfragen (2+2+2+2+2+42 Punkte)

a) Losungen fiir Fractional Knapsack sind obere Schranken fiir Integer
Knapsack.

b) Der Dynamische-Programmierungs-Algorithmus fiir Knapsack ver-
wendet Rekursion.

¢) Die Laufzeit des Dynamischen-Programmierungs-Algorithmus fiir
Knapsack hiangt ausschlifilich von der Anzahl der zu betrachtenden
[tems ab.

d) Die Familie {GREEDY, | £ € N} ist ein PTAS fiir Knapsack.

e) Die Komplexitéitsklasse P ist eine Menge von Algorithmen.

f) Wenn Knapsack polynomiell 16sbar ist, dann ist auch 3SAT poly-
nomiell 16sbar.

Viel Erfolg ©
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