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Aufgabe 1: Knapsack (5+5+104+10 Punkte)
Gegeben ist folgende BINARY-KNAPSACK-Instanz mit 6 Gegensténden:

i1 23 45 6
Wertp, |3 1 2 5 7 3
Gewicht z;, |2 3 3 5 4 4

Dabei darf der Rucksack mit einem Gesamtgewicht von maximal Z = 14 bepackt werden.

a)

Ermittle mithilfe des Greedy-Algorithmus (GREEDY) aus der Vorlesung eine zulés-
sige Losung fiir die gegebene Instanz. Gib in jeder Iteration den aktuellen Gegen-
stand an, sowie die Menge der bereits gepackten Gegenstinde mitsamt ihrem Ge-
samtgewicht und -wert.

Interpretiere die oben gegebene Instanz als Instanz des FRACTIONAL-KNAPSACK-
Problems und berechne mithilfe des Greedy-Algorithmus aus der Vorlesung eine
zuléssige Losung. Gib dabei in jeder Iteration den aktuellen Gegenstand, zu welchen
Teilen er gepackt wird, sowie den Gesamtzustand an. (Was ist ist gepackt und
wie hoch ist der aktuelle Gesamtwert und -gewicht?) Ist diese Losung optimal?
Begriinde Deine Aussage.
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¢) Wende den Dynamic-Programming-Algorithmus aus der Vorlesung auf die gegebene
Instanz an.

Gib die dafiir notige Tabelle komplett mit allen Eintrdgen an und bearbeite die
Gegenstédnde in der Reihenfolge ihrer Indizes.
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d) Betrachte jetzt Branch-and-Bound.
(i) Welche untere Schranke ldsst sich aus a) ableiten? Fiir welche Teilbdume gilt
sie?
(ii) Welche obere Schranke lésst sich aus b) ableiten? Fiir welche Teilbdume gilt
sie?

(iii) Welche obere Schranke ldsst sich fiir den Teilbaum mit 7 =1, 2o =1, 23 = 1
und z4 = 1 angeben? Was ldsst sich daraus im Hinblick auf die aus den vorigen
Teilaufgaben bekannten Schranken folgern?

(iv) Welche untere Schranke lésst sich fiir den Teilbaum mit x; = 23 =24 =25 =1
und xy = x¢ = 0 angeben? Was lésst sich daraus im Hinblick auf die aus den
vorigen Teilaufgaben bekannten Schranken folgern?
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Aufgabe 2: Approximationsalgorithmen (15+5 Punkte)

a) Fiihre Algorithmus 1.26 (GREEDYy) mit k£ = 2 fiir die Eingabe n = 5, z; = 1,
22:1,23:2,24:1,Z5:1,])1:3,])2:2,]73:3,]?4:1,]95:51111(12:3
aus. Gib fiir jede Iteration die folgenden Mengen bzw. Werte an:

e S,

o Ziegziv

o 7/ — Zie? Zi

o Ag:= GREEDY(({z|i ¢ S},Z — > 52, {pili ¢ S})
® > ic5hit+Ag,

e (G, und

o S.
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b) Inwiefern &hnelt Algorithmus GREEDYy, fiir k := n dem aus der Vorlesung bekann-
ten Verfahren Branch-and-Bound? Inwiefern unterscheiden sich beide Verfahren?
Begriinde Deine Antwort.
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Aufgabe 3: Standortprobleme (5410 Punkte)

Der Median m einer Menge {x1,...,x,} erfillt definitionsgemafl

H{x; | ©; <m}| < g und  [{z; | z; > m}| <

|3

a) Betrachte die Menge M = {17,21,71,5,10,38}. Gib die Menge aller Mediane von
M an!
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b) Was passiert mit der Laufzeit des Algorithmus ,,Median der Mediane”, wenn man
jeweils Dreier- statt Fiinfergruppen verwendet? Begriinde Deine Antwort.

Was passiert mit der Laufzeit, wenn man Siebener- statt Fiinfergruppen verwendet?
Begriinde Deine Antwort.
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Aufgabe 4: Dynamische Programmierung (3+3+3+34+3+3+2+5 Punkte)
Betrachte folgendes Problem: Gegeben ist eine Menge M = {[b;, ¢;]|]1 < i < n} von n
Intervallen. Fir ¢ € {1,...,n} sei w; > 0 das Gewicht des Intervalles [b;, ¢;]. Gesucht ist
eine Teilmenge M’ C M, so dass die Intervalle aus M’ sich nicht schneiden und so dass
die Summe der Gewichte der Intervalle aus M’ maximal ist.

Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass die Intervalle aufsteigend bzgl. e; nummeriert
sind. D.h. es gilt e; < ey < ... <oe,.

Betrachte fiir das obige Problem das folgende dynamische Programm:

OPT(i) = { 0 fallsi =10

wobei pred : {1,...,n} — {0,...,n — 1}, wie folgt definiert sei

max{ OPT(i — 1), w; + OPT(pred(i))}  falls i >0 }

. { g falls j = maxpeqr,. ny{kler < b;} definiert ist }
= o )
0 sonst

a) Gib die Werte pred(1), ..., pred(6) fur folgendes Beispiel an: [by = 1,3 = e1], [by =
2,6 = 62], [bg = 3,7 = 63], [b4 = 5,9 = 64], [b5 = 8, 11 = 65] und [b@ = 10, 12 = 66].

b) Beschreibe in eigenen Worten, was allgmein pred(i) fiir eine Bedeutung fiir das
Intervall [b;, e;] hat.
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¢) Gib einen Algorithmus an, der pred berechnet.

d) Gib die Werte OPT(0),...,OPT(6) fiir das Beispiel aus Aufgabenteil a) mit den
Gewichten wy = 2, wy = 3, w3 = 2, wy = 4, ws = 3 und wg = 3 an.
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e) Beschreibe in eigenen Worten, welche Bedeutung OPT(i) fir i € {0, ...,n} hat.

f) Gib einen Algorithmus an, der unter Verwendung der bereits berechneten Wer-
te pred|0], ..., pred[n] das obige dynamische Programm realisiert, also alle Werte

OPT(0), ..., OPT(n) berechnet.
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g) Welche Laufzeit hat Dein Algorithmus?

h) Beweise mittels vollstandiger Induktion iiber n, dass OPT(n) der Wert einer opti-
malen Losung ist.
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Aufgabe 5: Komplexitit (242+2+2+2 Punkte)

a) Was bedeutet es, wenn ein Problem zur Klasse NP gehort?

b) Was bedeutet es, wenn ein Problem NP-vollstandig ist?

c) Wie beweist man, dass ein Problem NP-vollsténdig ist?

d) Was ist der Unterschied zwischen polynomiell und pseudopolynomiell?

e) Wir wollen eine Instanz von INTEGER KNAPSACK optimal 16sen. Nenne je eine
Situation, in der

e Branch-and-Bound einen Vorteil hat

e Dynamic Programming einen Vorteil hat.

Viel Erfolg ©

Seite 13 / 13



