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Auf diesem Blatt gibt es 40 Punkte, erreichbar (und abzugeben) sind aber lediglich (Teil-)
Aufgaben im Gesamtwert von maximal 30 Punkten. Mehr wird nicht gewertet!

Aufgabe 1 (Minimum Vertex Cover Approximation): Gegeben sei ein einfacher
Graph G = (V, E). Ein Vertex Cover (VC) von G ist eine Teilmenge C' C V seiner
Knoten, die alle Kanten tiberdeckt: Ve = {u,v} € E: enC # (). Hat C' minimale Kardi-
nalitat, ist C' ein Minimum Vertex Cover (MVC) von G. Wir betrachten Algorithmus 1,
MVCAPPROXIMATION, einen Approximationsalgorithmus fiir MVC.

1: function MVCAPPROXIMATION(G = (V, E))

2. C+0

3: EF + F

4:  while E' # () do

5: {u,v} < beliebige Kante aus E’
6: C +— CU{u,v}

7 E' +{ee€ F|en{u,v} =10}
8: end while

9: return C

10: end function

Algorithmus 1: Approximation von MVC
a) Wende MVCAPPROXIMATION auf den Graphen G aus Abbildung 1 an. Gib in

jedem Durchlauf der Schleife C' und E’ an. Wie lautet das am Ende ermittelte VC?
Kommen in Zeile 5 mehrere Kanten in Frage, wihle die mit dem kleineren Index.
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Abbildung 1: Graph G fiir Aufgabe 1a

b) Zeige: MVCAPPROXIMATION terminiert und berechnet ein VC auf G.

c) Zeige: MVCAPPROXIMATION liefert eine 2-Approximation von MVC auf G. (Hin-
weis: Das ist genau dann der Fall, wenn MVCAPPROXIMATION fiir alle G ein VC C
zuriickgibt, das |C] < 2|V’| erfiillt, wobei V' ein MVC von G ist.)

d) Zeige: MVCAPPROXIMATION liefert keinen besseren Approximationsfaktor als 2.

(2434342 Punkte)

Aufgabe 2 (Komplexitit): Ein groffer Onlineshop mochte seinen Dienst mit moglichst
wenig Servern betreiben, um Kosten zu sparen. Damit alles 1duft, miissen n Jobs mit einer
Load von 0 < j1,...,J, < 1 dauerhaft ausgefithrt werden. Jeder der baugleichen Server
kann Jobs mit einer Gesamtload von maximal 1 ausfiithren und Jobs kénnen nicht auf
mehrere Server verteilt werden.

Ideal wire jetzt ein Algorithmus, der fiir jede Wahl von ji,...,j, bestimmt, wie viele
Server gebraucht werden, und wie die Jobs darauf verteilt werden miissen. Leider hat die
IT noch keinen effizienten Algorithmus gefunden, sondern lediglich Approximationsalgo-
rithmen.

a) Was genau garantiert ein p-Approximationsalgorithmus, p > 1, fiir dieses Problem?

b) Esist bekannt, dass PARTITION (Problem 1.9 aus dem Vorlesungsskript) ein ,,schwe-
res” Problem ist. Hilf der IT und zeige, dass man mit Hilfe eines p-Approximations-
algorithmus’ fiir das Serverproblem auch jede Instanz von PARTITION l6sen kann,
wenn 1 < p < % ist.

¢) Angenommen, es gibt keinen effizienten Algorithmus der PARTITION l6st, was be-
deutet dann das Ergebnis von b) fiir das Serverproblem?

(24642 Punkte)

Aufgabe 3 (TSP-Approximation): Beim TRAVELING SALESMAN PROBLEM (TSP)
geht es darum, in einem Graphen mit positiven Kantenléngen eine kiirzeste Rundreise
zu finden, die jeden Knoten genau einmal besucht und zum Ausgangsknoten zuriickkehrt
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(bekannt aus AuD1 und der groBen Ubung). Ebenfalls noch aus AuD kennt man die Sa-
che mit den Eulertouren: Eine zusammenhéngende Menge von Kanten in einem Graphen
kann man genau dann in einem Zug, ohne abzusetzen und ohne Kanten doppelt zu ver-
wenden in einem geschlossenen Weg bereisen, wenn jeder Knoten geraden Grad beziiglich
dieser Kanten hat.

TSP ist NP-vollstandig, man kann also nicht darauf hoffen, dass man einen Algorithmus
finden kann, der fiir jede Instanz in polynomieller Zeit eine kiirzestmogliche Rundreise
findet. In dieser Aufgabe geht es darum, polynomielle Algorithmen zu entwickeln, die
nicht optimale, aber gute Rundreisen finden.

Dabei ist ein Minimum Spannung Tree (MST) die giinstigste Kantenauswahl (ein Baum),
die alle Knoten des Graphen miteinander verbindet. Wie man in der Vorlesung Netz-
werkalgorithmen (oder in der grofien Ubung) lernen kann, kann man so einen Baum in
polynomieller Zeit bestimmen.

Auflerdem ist fiir eine Menge von Knoten ein Matching eine Menge von knotendisjunkten
Kanten; ein perfektes Matching ordnet jedem Knoten genau einen anderen zu. Auch ein
kostenminimales Matching kann man in polynomieller Zeit bestimmen; auch das lernt
man in Netzwerkalgorithmen.

Wir betrachten nun einen vollstdndigen Graphen, dessen Kantenldngen c(e) die Dreiecks-
ungleichung erfiillen, d.h. fiir drei Knoten u,v,w gilt ¢(u,v) + ¢(v,w) > c(u,w) (wenn
man von u nach w mochte, ist der Umweg iiber v mindestens so lang wie der direkte
Weg). Sei ¢(MST) die Gesamtliange eines MST, ¢(TSP) die Gesamtlénge einer kiirzesten
Rundreise.

a) Zeige: ¢(TSP) > ¢(MST). (Hinweis: Betrachte die oben beschriebene Eigenschaft eines
MST.)

b) Zeige: Wenn man jede Kante eines MST durch zwei identische Kopien ersetzt (also
die Kanten ,,verdoppelt”), bekommt man einen Eulerschen Graphen.

c) Zeige: Aus einer zugehorigen Eulertour kann man durch ,,Abkiirzen” eine Rundreise
machen, die nicht ldanger ist. (Hinweis: Dreiecksungleichung!)

d) Folgere: Man kann in polynomieller Zeit eine Rundreise berechnen, die nicht lénger
als 2¢(OPT) ist, also eine 2-Approximation fiir das TSP.

e) Jetzt verwandeln wir einen MST noch kostengiinstiger in einen Eulerschen Graphen.
Dafiir sei MAT”* ein kostenminimales perfektes Matching der Knoten, die im MST
ungeraden Grad haben (das existiert immer). Zeige: ¢(MAT*) < 1¢(OPT). (Hinweis:
Betrachte eine optimale Tour, zerlege sie mit Dreicksungleichung in zwei Matchings MAT,
und MATy der im MST ungeraden Knoten. Schlussfolgere daraus auf das giinstigste
Matching MAT™.)

f) Zeige: Die Kanten von MST und MAT" ergeben zusammen einen Eulerschen Gra-
phen.

g) Folgere: Man kann in polynomieller Zeit eine Rundreise berechnen, die nicht langer
als %C(OPT) ist, also eine %—Approximation. (Hinweis: Betrachte eine Eulertour auf
MAT UMST und kiirze ab.)

(14+1424242+1+1 Punkte)
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Aufgabe 4 (Implementierung Server Scheduling): Betrachte das Server-Schedul-
ing-Problem aus Aufgabe 2.

a) Implementiere First Fit (FF). Das heift, jeder neue Job wird dem ersten Server
zugewiesen, der ihn noch bewéltigen kann. Falls der Job auf keinen Server mehr
passt, wird ein neuer angefangen.

b) Implementiere First Fit Decreasing (FFD). Das funktioniert wie FF, nur dass die
Tasks vorher absteigend nach Load sortiert werden.

¢) Implementiere Best Fit (BF). Dabei wird jeder Job demjenigen Server mit minima-
lem freien Load zugeordnet, der die Task noch bewiltigen kann. Passt der Job auf
keinen Server, wird ein neuer ercffnet.

d) Implementiere eine untere Schranke, zum Beispiel [ j;|. Bessere untere Schran-
ken sind natiirlich erlaubt, sollten aber kurz dokumentiert werden!

e) Halte in einer Tabelle fest, fiir welche Testinstanz FF, FFD und BF welche Anzahl
von Servern bendtigt, sowie die untere Schranke. Welche Heuristik funktioniert am
besten?

Einziger Unterschied zwischen der Theorie in Aufgabe 2 und der Implementierung ist,
dass die Server nicht die maximale Load 1 haben, sondern einen gréfleren Integer; auch die
einzelnen Jobs haben eine ganzzahlige Load. So umgehen wir Rundungsungenauigkeiten
in der Floatingpointarithmetik. Die Testinstanzen stehen auf der Vorlesungshomepage!
zur Verfiigung.

Wir testen deine Software mit
javac ServerSchedulingl234567.java && java ServerSchedulingl1234567 \
< instance_xyz

Zur Abgabe: Ersetze 1234567 durch deine Matrikelnummer und gib die Javadatei per Mail
an sfriedr@ibr.cs.tu-bs.de ab. Nenne in der Mail Name, Matrikel- und Gruppennum-
mer. Es gilt dieselbe Frist wie fiir die anderen Aufgaben. (3+14+3+2+1 Punkte)

"http://www.ibr.cs.tu-bs.de/courses/ss13/aud2/
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